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13. Elipṡes ir hiperbol̇es optiṅes savyḃes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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11.1. Kūgio lygties radimas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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1. Vektoriai

1.1. Pagrindinės sąvokos

Vektoriaus sąvoka skirtinguose matematikos skyriuose apibrėžiama skirtingai.Vektoriumivadinkime
matematinį dydį, apib̄udinamą skaitine reikšme ir kryptimi erdvėje. Grafiškai vektoriai vaizduojami
tiesių atkarpomis su rodyklėmis. Dydį, kuriam apib̄udinti pakanka skaitiṅes reikšṁes, vadinkime
skaliaru. Šiuo atveju m̄usų skaliarais bus realūs skaǐciai. Vektorius žyṁesime mažosiomis raidėmis
su stṙele virš jų,~a,~b,~c, arba dviem didžiosiomis raidėms, kurių pirmoji reiškia vektoriaus pradžios
tašką, antroji - pabaigos:~AB. Vektoriaus ilgiu vadinsime jį vaizduojančios kryptiṅes atkarpos ilgį,
žymėsime modulio ženklu:|~a|.

Apibrėšime vektorių suḋeties ir daugybos iš skaliaro operacijas. Dviejų vektoriu˛ suma vadinsime
vektorių, gaunamą pagal pirmame pavyzdyje iliustruojamą lygiagretainio taisyklę.
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1 pav. Vektorių suma

Du vektorius vadinsimelygiagrečiais (kolineariais), jie juos vaizduojaňcios tiesių atkarpos ly-
giagrěcios. Du vektorius vadinsimelygiais, jei jie lygiagret̄us, tos pǎcios krypties ir vienodų ilgių.
Vektoriaus~a ir skaliaro λ sandaugayra lygiagretus vektoriusλ~a, kurio ilgis |λ~a| = |λ||~a|, o kryptis
sutampa su vektoriaus~a kryptimi kai λ > 0 ir yra priešinga kaiλ < 0. Nesunku suprasti, kad geo-
metriṅe |λ| prasṁe - vektoriaus ilgis.nuliniu vektoriumivadinsime vektorių, kurio ilgis lygus nuliui,
t.y. - tašką. Nulinį vektorių žymime~0.

Vektorių veiksmų savyḃes:

1. Vektorių suḋetis yra komutatyvi:
~a+~b = ~b+ ~a;

2. Vektorių suḋetis yra asociatyvi:
(

~a+~b
)

+ ~c = ~b+ (~a+ ~c) ;

3. Skaǐcių daugyba ir vektoriaus daugyba iš skaičiaus yra asociatyvi:

(α · β) · ~a = α · (β · ~a),∀α, β,~a;

4. Skaǐcių suḋetis ir vektoriaus daugyba iš skaičiaus yra distributyvi:

(α+ β) · ~a = α~a+ β~a,∀α, β,~a;
6



5. Daugybos iš skaičiaus ir vektorių suḋetis yra distributyvi:

α
(

~a+~b
)

= α~a+ α~b,∀α,~a,~b.

Vektorių suḋeties asociatyvumas akivaizdus iš 1.pav., asociatyvumas demonstruojamas antrajame
paveiksl̇elyje.

2 pav. Vektorių sumos asociatyvumas

1.2. Baziniai vektoriai

Trečioji ir ketvirtoji savyḃes akivaizdžios. Penktoji geometriškai reiškia lygiagretainių, gautų
sudedant vektorius, panašumą. Vektoriųλ1~e1+λ2~e2+ · · ·+λn~en vadiname vektorių~e1, ~e2, · · · , ~en
tiesiniu dariniu, λ1, λ2 · · · , λn čia - skaliarai.

Bazeplokštumoje vadiname dviejų nelygiagrečių vektorių rinkinį{~e1, ~e2}, pǎcius vektorius va-
diname baziniais.

Bazeerdv̇eje vadinami bet kurie trys vektorių{~e1, ~e2, ~e3}, nelygiagrěcių tai pǎciai plokštumai,
rinkinys. Patys tokie vektoriai vadinaminekomplanariais vektoriais, erdv̇es baziniais vektoriais.

Teorema.Bet kuris vektorius gali b̄uti išreikštas bazinių vektorių tiesiniu dariniu erdvėje

~a = a1 ~e1 + a2 ~e2 + a3 ~e3,
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arba plokštumoje
~a = a1 ~e1 + a2 ~e2,

to tiesinio darinio koeficientų rinkinys -(a1, a2, a3) erdv̇eje ir (a1, a2) plokštumoje - vadinamas
vektoriaus~a koordinaṫemis.

♦ Pademonstruokime šios išraiškos galimybę plokštumoje. Kadangi baze plokštumoje gali būti
bet kurie du nelygiagret̄us vektoriai, o vektoriai~x ir ~y, kaip pavaizduota 1 pav., yra tokie, tegul
baziniai vektoriai~e1, ~e2 yra lygiagret̄us jiems. Tuomet, akivaizdu, bet kokį vektorių~z galime išreikšti
kaip bazinių vektorių tiesinį darinį:~z = ~x+ ~y = z1 ~e1 + z2 ~e2. �

Bazetieṡeje galime vadinti bet kurį nenulinį šios tiesės vektorių.
Kitoje bażeje vektoriaus koordinatės kitokios. Toje pǎcioje bażeje koordinaṫes nustatomos vie-

nareikšmiškai.

Lygūs vektoriai turi vienodas koordinates.

Dauginant vektorių iš skaičiaus, visos jo koordinatės dauginamos iš to skaičiaus:

α · ~a = α · (a1~e1 + a2~e2 + x3~e3) = (α · a1)~e1 + (α · a2)~e2 + (α · a3)~e3.

Sudedamų vektorių koordinatės irgi sudedamos:

~a+~b = (a1~e1 + a2~e2 + a3~e3) + (b1~e1 + b2~e2 + b3~e3) =

(a1 + b1)~e1 + (a2 + b2)~e2 + (a3 + b3)~e3.

Dekarto koordinaṫemiserdv̇eje vadinama stǎciakamṗe koordinǎcių ssitema su vienodais koordinačių
ašių masteliais. Koordinačių ašys vadinamosabscisiųašimi,ordinačiųašis ir trěcioji – aplikǎcių aši-
mi koordinačių pradžia. Žymimos atitinkamaiOx, Oy ir Oz atitinkamai, raideO čia žymimas
koordinačių pradžios taškas. Koordinǎcių ašyse talpinami vienetinio ilgio vektoriai~i,~j,~k, kurie pui-
kiai atlieka bazinių vektorių, kuriuos iki šiol žyṁejome~e1, ~e2,~e3, vaidmenį.

Dėka to, kad šie baziniai vektoriai tarpusavyje statmeni ir visi yra vienetinio ilgio, jų rinkinį
~i,~j,~k vadinameortonormuotąja baze.
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3 pav. Dekarto koordinǎcių sistema

Vektoriaus~a(ax, ay, az) koordinaṫes Dekarto koordinǎcių sistemoje reiškia ir to vektoriaus gali-
nio taško koordinates(ax, ay, az) ir yra vadinami to taško taškoA koordinaṫemis (abscise, ordinate
ir aplikate atitinkamai), žr. 3 pav. Matome, kad~a = (ax~i+ ay~j) + az~k = ax~i+ ay~j + az~k.

Raskime vektoriaus
→
AB koordinates, žr. 4 pav.:

→
AB=

→
AO +

→
OB=

→
OB −

→
OA=

= b1~e1 + b2~e2 + b3~e3 − a1~e1 − a2~e2 − a3~e3 =

(b1 − a1)~e1 + (b2 − a2)~e2 + (b3 − a3)~e3
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4 pav. Vektorius
→

AB

Vadinasi, vektoriaus koordinatės lygios jo galo taško ir pradžios taško koordinačių skirtumui.

Vektoriai~a1, ~a2, · · · , ~an yra vadinamitiesiškai priklausomais, kai egzistuoja tokie koeficientai
λ1, λ2, · · · , λn, λ2

1 + λ2
2 + · · · + λ2

n 6= 0 (t.y., ne visi lyḡus nuliui), kad

λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λn~an = ~0.

Vadinasi, tokiu atveju vieną iš vektorių galime išreikšti likusių n− 1 vektorių tiesiniu dariniu, ir
atvirkš̌ciai. Suformuluokime teiginį teoremos pavidalu.

Teorema. Vektorių sistema~a1, ~a2, · · · , ~an yra tiesiškai priklausoma tada ir tik tada, kai∃~ai:

~ai = c1~a1 + c2~a2 + · · ·+ ci−1~ai−1 + ci+1~ai+1 + · · ·+ cn~an.

♦ Tarkime, kad vektoriaix1, . . ., xn yra tiesiškai priklausomi. Tada∃λ1, . . . , λn:

λ1~a1 + · · ·+ λn~an = ~0.

Kadangi ne visiλj = 0, pasirinkimeλi 6= 0. Taigi

~ai = −λ1

λi
~a1 − · · · − λn

λi
~an.
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Todėl turimecj = −λj

λi
, kai j 6= i ir ci = 1.

Tarkime, kad∃~ai: ~ai = c1~a1 + · · · + cn~an. Tada imkimeλj = cj , kai j 6= i ir ci = −1, ir gausime,
kad vektoriai yra tiesiškai priklausomi.�

Teorema. Vektoriai tiesiškai priklausomi tada ir tik tada, kai iš ju˛ koordinǎcių sudarytos matricos
rangas mažesnis už vektorių skaičių.
♦ Nustatykime, ar vektoriai

~a1, ~a2, . . . , ~am. kur ~ai = {(ai1, ai2, . . . , ain)i = 1, 2, . . . ,m}

yra tiesiškai priklausomi.

α1









a11
a21
...

an1









+ α2









a12
a22
...

an2









+ · · ·+ αm









a1m
a2m

...
anm









=









0

0
...
0









.

Iš čia gauname tiesinių homogeninių lygčių sistemą:

a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1mαm = 0,

a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2mαm = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1α1 + an2α2 + · · ·+ anmαm = 0.

Vektoriai~a1, . . .,~am yra tiesiškai priklausomi tada ir tik tada, kai ši homogeninė sistema turi nenulinį
sprendinį. Pasinaudokime iš tiesinės algebros kurso žinoma Kronekerio-Kapelio teorema. Ji teigia,
kad, kaim = rangA, sistema turi vienintelį nulinį sprendinį, todėl vektoriai yra tiesiškai nepriklau-
somi.
Pasteḃekime, jog tokios matricos rangas negali būto didesnis už abu skaičiusm ir n. Vadinasi, dau-
giau kaipn n-mǎcių vektorių visada yra tiesiškai priklausomi.�
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Išvada. Vadinasi, bet kurie3 vektoriai plokštumoje arba4 vektoriai erdv̇eje visada yra tieiškai
priklausomi. Tai kaip tik svarbu geometrijoje.

Tai darsyk patvirtina, kad plokštumoje rasime daugiausiaidu tiesiškai nepriklausomus vektorius,
o erdv̇eje - tris.

1.3. Atkarpos dalijimas duotuoju santykiu

Tarkime, kad turime du taškusA(ax, ay, az) irB(bx, by, bz). Raskime tokį atkarposAB tašką
M(x, y, z), kuris ją dalija santykiuλ, lambda > 0:

| ~AM | = λ| ~MB|.

♦ Vadinasi,
→

AM= λstackrel→MB.

Koordinaṫemis(x− ax, y − ay, z − az) = λ(bx − x, by − y, bz − z). Taigi,

x− ax = λ(bx − x), y − ay = λ(by − y), z − az = λ(bz − z.

Iš čia

x =
ax + λbx
1 + λ

, y =
ay + λby
1 + λ

, z =
az + λbz
1 + λ

Kai λ = 1, M yra atkarpos vidurio taškas:

ax + bx
2

, y =
ay + by

2
, z =

az + bz
2

Kai λ = 0, M = A, M arṫeja prieB kai limλ = ∞. �

Pastaba. Kai λ < 0, taškas M "išlipa" iš atkarposAB, bet lieka atkarpos tiesėje, o taško
M(x, y, z) korrdinǎcių formul̇es lieka teisingos.
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1.4. Skaliarinė vektorių sandauga

Susitarkime, kad kampasϕ tarp vektorių
→
AB ir

→
AC yra intervale−π < ϕ ≤ π, teigiama kampo

kryptis – matuojant prieš laikrodžio rodyklę, o pagal laikrodžio rodyklę - neigiama.

5 pav. Kampas tarp vektorių

Dviejų vektorių~a ir~b skaliarine sandaugavadiname jų ilgių ir kampo tarp jų kosinuso sandaugą:

~a •~b = |~a| ·
∣
∣
∣~b
∣
∣
∣ · cosϕ

Kaip nesunku matyti, skaliarinė sandauga lygi vieno iš vektorių ilgio ir kito vektoriaus projekcijos į
pastarąjį sandaugai:

~a •~b = |~a| · pr~a~b = |~b| · pr~b~a,

žr. 5 pav.

Skaliariṅes sandaugos savybės
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1. Sandauga komutatyvi:~a •~b = ~b • ~a .
♦ Taip yra toḋel, kad kosinusas - lygiṅe kampo funkcija.�
2. Sandauga yra tiesinė dauginamojo funkcija:
(~a+~b) • ~c = ~a • ~c+~b • ~c,
(α~a) •~b = α(~a •~b).
♦Antroji lygybė akivaizdi. Pirmąją nesunku įrodyti naudojant skaliarinės sandaugos išraišką vektorių
projekcijomis.�
3. ~a •~b = 0 tada ir tik tada, kai~a⊥~b arba bent vienas iš vektorių yra nulinis vektorius~a = ~0, arba
~b = ~0.
♦ Situacija, kai bent vienas iš vektorių yra nulinis vektorius, akivaizdi. Tarkime, kad taip nėra. Tuo-
met sandauga gali b̄uti lygi nuliui tik tada, kaicosϕ = 0, t.y. ~a⊥~b. �

Šios trys yra pagrindiṅes skaliariṅes sandaugos savybės, kuriomis naudojantis skalairinė sandau-
ga yra apibendrinama kitokiose erdvėse.

4. ~a • ~a = |~a|2.
♦ Taip yra toḋel, kadcosϕ = 1. �
5. Jei~e1, ~e2, ~e3 yra ortonormuotoji baże, tai(~ei, ~ej) = δij .1

♦ Nes šie vektoriai statmeni ir vienetinio ilgio.�

6. Jei~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3, ~b = b1~e1 + b2~e2 + b3~e3 ir ~e1, ~e2, ~e3 yra ortonormuotoji baże, tai
~a •~b = a1b1 + a2b2 + a3b3.
♦ Naudodamiesi antrąja savybe, vektorius skaliariškai sudauginame panariui, po to, pasinaudojus
trečiąja savybe, gauname, kad

(~i,~i) = (~j,~j) = (~k,~k) = 1,

(~i,~j) = (~i,~k) = (~j,~k) = 0,

ir toje skaliariṅeje sandaugoje lieka tik tų pačių bazinių vektorių skaliarinių sandaugų iš savęs (lygių

1Priminkime, kadδij =

{

1, kai i = j

0, kai i 6= j
– Kronekerio simbolis.
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1 dėl vienetinio vektorių ilgio), padaugintų iš atitinkamu˛ vektorių~a ir ~b koordinǎcių, sumos.�
Išvada 1. Kai ~a = (a1, a2, a3) – vektoriaus koordinatės ortonormuotoje bazėje, jo ilgis

|~a| =
√

a2
1
+ a2

2
+ a2

3
.

Išvada 2. Kampo tarp vektorių kosinusas yra:

cosϕ =
~a •~b
|~a|
∣
∣
∣·~b
∣
∣
∣

.

Išvada 3. Atstumas tarp taškųX(x1, x2, x3) ir Y (y1, y2, y3) Dekarto stǎciakamṗeje koordinǎcių
sistemoje lygus ∣

∣
∣
∣

−→
XY

∣
∣
∣
∣
=
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2.

Vektoriaus krypties kampai

Tarkimke, kad m̄usų koordinǎcių sistema - stǎciakamṗe, Dekarto.Vektoriaus krypties kampaisvadi-
nami jo su koordinǎcių ašimis sudaromi kampai. Pažymėkime tuos kampus, vektoriaus sudaromus
su ašimisOx, Oy, Oz α, β, γ. Koordinǎcių ašyse turime tris vienetinius vektorius~i, ~j, ~k, dar
vadinamusortais. Tada, jei m̄usų vektorius vienetinis:| ~a0| = 1, turime

~a0 •~i = cosα, ~a0 •~j = cos β, ~a0 • ~k = cos γ

Vadinasi,
~a0 = (cosα, cos β, cos γ)

1.5. Vektorinė vektorių sandauga

Vektorių ~a ir ~b vektorine sandaugavadinamas šiems vektoriams statmenas vektorius~c, kurio
ilgis lygus lygiagretainio, kurio kraštines sudaro vektoriai ~a ir ~b, plotui, o kryptis tokia, kad žīurint
iš ~c galo, vektorius~a sutaptų su vektoriumi~b, pasuktu mažiausiu absoliučiu dydžiu kampu prieš
laikrodžio rodyklę, žr. 6 pav. Žymime~(c) = ~a×~b
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Jeiϕ kampas tarp vektorių~a ir ~b,

|~c| = |~a| ·
∣
∣
∣~b
∣
∣
∣ · sinϕ

6 pav. Vektorių vektoriṅe sandauga

Vektorinė sandauga yraantikomutatyvi:

~a×~b = −~a×~b

Iš vektoriṅes sandaugos apibrėžimo gauname:

~i×~i = ~j ×~j = ~k × ~k = ~0,

~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i, ~k ×~i = ~j,

~j ×~i = −~k, ~k ×~j = −~i, ~i× ~k = −~j.
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Tarkime, kad~a(ax, ay, az), o~b(bx, by, bz), tada

~a×~b = (ax~i+ ay~j + az~k)× (bx~i+ by~j + bz~k) =

= axbx(~i×~i) + axby(~i×~j) + axbz(~i× ~k) +

+aybx(~j ×~i) + ayby(~j ×~j) + aybz(~j × ~k) +

azbx(~k ×~i) + azby(~k ×~j) + azbz(~k × ~k) =

=~i(aybz − azby) +~j(azbx − axbz) + ~k(axby − aybx) =

=~i

∣
∣
∣
∣
∣

ay az
by bz

∣
∣
∣
∣
∣
−~j

∣
∣
∣
∣
∣

ax az
bx bz

∣
∣
∣
∣
∣
+ ~k

∣
∣
∣
∣
∣

ax ay
bx by

∣
∣
∣
∣
∣
.

Tuomet gauname dailą vektorinės vektorių sandaugos išraišką, kurią tikrai nesunku prisiminti:

~a×~b =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

ax ay az
bx by bz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

1.6. Vektorių mišrioji sandauga

Trijų vektorių~a,~b ir ~c mišriąja sandaugavadiname pirmųjų dviejų vektoriṅes sandaugos ir vek-
toriaus~c skaliarinę sandaugą:

(~a,~b,~c) = (~a×~b) • ~c

Skaǐciaus(~a,~b,~c) modulis lygus gretasienio, kurio briaunos - vektoriai~a,~b ir ~c, tūriui, žr 7 pav.
Išties, vektoriaus~a×~b ilgis lygus gretasienio pagrindo plotui, o daugindami šį vektorių skaliariškai
iš vektoriaus~c, minėtą ilgį padauginame iš vektoriaus~c projekcijos į vektorių~a × ~b ir gauname
dydį, lygų gretasienio t̄uriui. Vadinasi, mišrioji nenulinių vektorių sandauga lygi nuliui tada ir tik
tada, kai tas gretasienis nėra plokš̌cias, t.y., kai vektoriai ṅera lygiagret̄us tai pǎciai plokštumai, ṅera
komplanar̄us.
Apskaǐciuokime mišriąją sandaugą, kai~c(cx, cy, cz), o vektorių~a, ~b koordinaṫes tokios, kaip anks-
čiau.
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(~a,~b,~c) = (~a×~b) • ~c =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

ax ay az
bx by bz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

• (cx, cy, cz) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cx cy cz
ax ay az
bx by bz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

7 pav. Vektorių mišrioji sandauga

2. Erdvės geometrija. Plokštumų ir tiesių lygtys

2.1. Erdvės taškų aiḃes ir jų lygtys

Kalbėsime apie trimatės erdv̇es taškų aibes, siejamas su kokiomis nors geometrinėmis sąvoko-
mis. Tokių aibių pavyzdžiai: visi tiesės taškai, visi ploštumos taškai, pusė erdv̇es, esanti vienoje
ploštumos puṡeje, rutulys, skritulys, apskritimas, sfera, ir t.t.

Tarkime, kad erdv̇eje turime Dekarto koordinačių sistemą(O,x, y, z), sistemos koordinǎcių ašių
vienetinius vektorius, kaip įprasta, žymėsim~i,~j,~k).
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Sakome, kad taškas erdvės(x, y, z) turi tris |textitlaisv̇es laipsnius – kiekviena iš trijų jo koordinačių
gali kisti laisvai, nepriklausomai nuo kitų koordinačių poky̌cių.

Jei F (x, y, z) – trijų kintamųjų funkcija, tai lygtisF (x, y, z) = 0 bendruoju atveju, sakoma,
iš erdv̇es taško(x, y, z), tenkinaňcio tą lygtį, atima vieną laisv̇es laipsnį. Toḋel šitokia lygtimi
apib̄udinami įvair̄us paviršiai erdv̇eje. Taškai, esantys juose, turi du laisvės laipsnius, arba, kitaip
sakant, paviršiai yra dviparametrinės taškų aiḃes: galima paviršių įsivaizduoti kaip deformuotą plo-
kštumą ar jos dalį, o plokštuma yra dviparametrinė, dvimaṫe erdv̇es taškų aiḃe.

Jei noṙetume lygtimi užrašyti kreivę erdvėje, žr. 8 pav., vienos tokios lygties, matyt, nepakaktų
- juk kreivę galime gauti deformuodami tiesę, o tiesė - vienparametriṅe aiḃe. Du paviršiai susikerta
kreive, toḋel kreives erdv̇eje patogu užrašyti kaip taškų(x, y, z), tenkinaňcių dvi lygtisF (x, y, z) =

0 ir G(x, y, z) = 0, aibes. Šitai neprieštarauja laisvės laipsnių skaičiavimo principui: kiekviena iš
lygčių iš taško(x, y, z), tenkinaňcių jas, atima po laisv̇es laipsnį.

8 pav. Kreiv̇e erdv̇eje

Pavyzdžiai.
1. Lygtis z = 0 yra plokštumosOxy lygtis, nes ją tenkina visi taškai(x, y, 0), o jie užpildo plokštu-
mąOxy. Šiuo atveju funkcijaF (x, y, z) = z.
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2. Lygtys z = 0, x = 0 yra koordinǎcių ašiesOy lygtys. Išties, antroji iš lyǧcių G(x, y, z) = x = 0

yra plokštumosOyz lygtis, taškai, tenkinantys abidvi lygtis, guli abiejose plokštumose vienu metu,
t.y., yra plokštumųOxy ir Oyz susikirtimo taškai.

3. Sferos, kurios centras koordinačių pradžios taškeO, o spindulysR, visi taškai(x, y, z) nutolę
nuo to taško atstumuR:

√

x2 + y2 + z2 = R. Tai ir yra sferos lygtis, nes: visi sferos taškai
(x, y, z) tenkina šią lygtį; visi taškai(x, y, z), tenkinantys šią lygtį, yra sferos taškai. Šios sferos
lygtis dažniausiai užrašoma paprastesniu pavidalu:

x2 + y2 + z2 = R2

4. Prie šios lygties priḋeję lygtį z = 0, gautume sferos ir plokštumosOxy susikirtimo kreiv̇es lygtį.
Toji kreivė - spindulioR apskritimas su centru koordinačių pradžioje, gulintis ploštumojeOxy.
Jei tartume, kad aplamaiz = 0, t.y. esame erdv̇es ploštumojeOxy, į sferos lygtį įstatęz = 0

gautume apskritimo lygtį plokštumoje:

x2 + y2 = R2

5. Jei sferos centras ne koordinačių pradžios taške, o taškeC(x0, y0, z0), jos lygtį gauname matuo-
dami sferos taško(x, y, z) atstumą iki taškoC(x0, y0, z0) (o ne ikiO(0, 0, 0), kaip ankšciau:

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2

6. F (x, y) = 0, x, y ∈ R – kreivės plokštumojeOxy lygtis, oF (x, y) = 0, x, y, z ∈ R – paviršiaus,
gauto prie tos kreiv̇es taškų plokštumoje koordinačių pridėjus bet kokią trěciąją koordinatęz. Taigi,

x2 + y2 −R2 = 0, x, y, z ∈ R

– cilindro, lygiagretausOz ašiai, lygtis, žr. 9 pav.

Nagriṅetų pavyzdžių lygtyse parašę nelygybes, šitaip apibrėžtume erdv̇es taškus, esančius vie-
noje iš paviršių pusių.
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Pavyzdžiai.
1. Nelygyḃe z > 0 reiškia puserdv̇es taškus, esančius virš plokštumosOxy.
2. Nelygyḃe

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 ≤ R2

reiškia spindulioR rutulio, kurio centras taškeC(x0, y0, z0), taškus, įskaitant to rutulio sienos, t.y. jį
gaubiaňcios sferos, taškus.
3. Nelygyḃe

x2 + y2 −R2 > 0, x, y, z ∈ R

reiškia ritinio (žr. 9 pav.)išoṙes taškus, ritinį ribojaňcio cilindrinio paviršiaus taškai neįskaitomi.4.
Nelygyḃe

x2 + y2 −R2 ≤ 0, x, y, z ∈ R

reiškia 9 pav. ritinio vidaus taškus, ritinį ribojančio cilindrinio paviršiaus taškai neįskaitomi.

2.2. Parametrinės lygtys

Ligšiol tiek paviršių, tiek kreivių lygtis raṧem apribodami taško koordinačių kitimo laisvę lygti-
mis.
Kitas b̄udas "priversti" tašką(x, y, z) būti reikiamoje aiḃeje - užrašyti jo koordinǎcių priklausomybę
x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), u, v ∈ R nuo papildomų kintamųjųu, v, vadinamųparamet-
rais, tokią, kad, kintant parametrams, taškasx(u, v), y(u, v), z(u, v) būtų reikiamoje geometriṅeje
erdv̇es aiḃeje. Tokios lygtysx = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) vadinamosparametriṅemis lygti-
mis.
Šiose lygtyse matome du parametrus, taigi, jos, matyt, dviparametṙes aiḃes, t.y., paviršiaus lygtys.
Lygtysx = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ R reikštų vienparametrę aibę, kreivę.

Pavyzdžiai.
1. x = R cos t, y = R sin t, z = 1, −π < t ≤ π

– spindulioR apskritimo, esaňcio plokštumojez = 1, kurio centras taške(0, 0, 1), lygtis. Nesunku
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tai suprasti, nes
x2 + y2 = (R cos t)2 + (R sin t)2 = R2

.
2. x = R cos u, y = R sinu, z = v, −π < u ≤ π, v ∈ R

– spindulioR cilindro, kurio ašisOz ašis, žr. 9 pav., lygtis. Išties, didėjant parametrou reikšmei
intervale−π < u ≤ π, taškasx = R cos u, y = R sinu, esantisOxy plokštumoje, ḃega spindu-
lio R apskritimu prieš laikrodžio rodyklę, o, augantv reikšmei, erdv̇es taškasx = R cos u, y =

R sinu, z = v kyla cilindro iš 9 pav. paviršiumi.
3. x = R sin γ cosϕ, y = R sin γ sinϕ, z = R sin γ, π < ϕ ≤ π, −π/2 < γ ≤ π/2 – spin-
dulio R sferos, kurios centras koordinačių pradžios taške, lygtis. Parametrų vaidmenyje –sferinių
koordinačiųkampaiϕ, γ. Išties, tuomet

x2 + y2 + z2 = (R sin γ cosϕ)2 + (R sin γ sinϕ)2 + (R sin γ)2 = (R cos γ)2 + (R sin γ)2 = R2

4. x = x0+R sin γ cosϕ, y = y0+R sin γ sinϕ, z = z0+R sin γ, π < ϕ ≤ π, −π/2 < γ ≤ π/2

– spindulioR sferos, kurios centras taškeC(x0, y0, z0), lygtis. Nes dabar, žr. praeitą pavyzdį,

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = . . . = R2

5. x = r cos t, y = r sin t, z = at, t ∈ R. Tai – sraigtinės kreiv̇esparametriṅes lygtys. Ji guli
spindulior cilindre, žr. 9 pav. Išties, jei nekreiptume dėmesio į aplikatęz, (x = r cos t, y = r sin t)

būtų apskritimo iš pirmojo pavyzdžio taškas. Bet, augant parametruit, koordinaṫe z = at kinta (auga
jei a > 0 ir maž̇eja jeia < 0), toḋel taškas(x = r cos t, y = r sin t, z = at) juda paveiksl̇elyje
pavaizduota spirale atitinkamai aukštyn arba žemyn.
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9 pav. Sraigtiṅe kreiv̇e ir cilindrinis paviršius

5. Tieṡes, einaňciuos per koordinǎcių pradžios tašką, parametrinės lygtys:

x = at, y = bt, z = ct, t ∈ R.

Išties šis taškas yra vektoriaust(a, b, c) viršūnė, kintant parametruit, jis juda tiese, kurioje guli vek-
torius(a, b, c).

6. Parametriṅes lygtys su dviem parametrais:

x = vf(u), y = vg(u), z = vh(u), u, v ∈ R.

Vadinasi, tai – paviršiaus parametrinės lygtys. Pabandykime išsiaiškinti, kokio paviršiaus.

Įsivaizduokime, kadv reikšṁe nekinta, užfiksuota. Tada taškas(x = vf(u), y = vg(u), z =

vh(u)), kintantu, juda kreive erdv̇eje, tokia, kokia pavaizduota 8 ar 10 pav.,čia ji pažyṁeta raideγ.

Jei fiksuotau reikšṁe, o v kinta, kaip matyti iš iš 5-to pavyzdžio, taškas(x = vf(u), y =

vg(u), z = vh(u)) juda tiese, einaňcia per koordinǎcių pradžią (tiese, kurioje guli vektorius(f(u), g(u), h(u)
Vadinasi, paviršius – k̄ugis, koks pavaizduotas 10 pav.
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10 pav. K̄ugis

2.3. Tiesių ir plokštumų lygtys

Bendrosios plokštumos ir tieṡes plokštumoje lygtys

Žinome, kad funkcijaf(x, y, z) = ax + by + cz yra kintamųjųx, y, z tiesiṅe funkcija, toḋel
lygtis ax+ by + cz = d vadinamatiesine lygtimi.

Tarkime, kad plokštumaP eina per taškaM0(x0, y0, z0) ir yra statmena vektoriui~n = (a, b, c),
vadinamą plokštumosnormaliuoju vektoriumi, arbanormale. Akivaizdu, kad žinodami plokštumos

tašką ir jai statmeną vektorių, plokštumą apibrėžiame vienareikšmiškai. Tuomet
−→
OM0= (x0, y0, z0).

TegulM(x, y, z) - bet kuris plokštumos taškas. Tuomet vektorius
−→

M0M visuomet yra statmenas

plokštumosP normalei. Vadinasi, vektorių
−→
OM= (x, y, z) ir ~n = (a, b, c) skaliariṅe sandauga lygi
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nuliui:
−→

M0M •~n = 0.

Koordinaṫemis:
(x− x0)a+ (y − y0)b+ (z − z0)c = 0,

arba
ax+ by + cz + d = 0, d = −ax0 − by0 − cz0.

Ši lygtis vadinamabendrąja plokštumos lygtimi.

Pakartoję visus samprotavimus tiesei plokštumoje, įvedę tieṡes normal̇es~n = (a, b), kaip stat-
meno tiesei vektoriaus, sąvoką, visiškai analogiškai gaunamebendrąją tieṡes lygtį:

ax+ by + c = 0,

čia c = −ax0 − by0, kur M0(x0, y0) – iš anksto žinomo tiesės taškas. Ši lygtis bendrąja va-
dinama toḋel, kad tokiu pavidalu galime užrašyti bet kokios tiesės plokštumoje lygtį, tame tarpe ir
lygiagrěciosOy ašiai tieṡesx = c∗, ko negalime padaryti naudodami mokykloje įprastą tiesės lygties
pavidaląy = kx+ b.

kaip matome, ir plokštumos, ir tiesės plokštumoje lygtys yra tiesinės.
Pavyzdys

Raskime plokštumos, einančios per taškąM0(1, 2, 3) ir lygiagrěcios plokštumaix− y+5 = 0 lygtį.
♦ Plokštumosx − y + 5 = 0 normalusis vektorius yra~n = (1,−1, 0), jis tinka b̄uti ir ieškomosios
plokštumos normaliuoju vektoriumi. Taigi, ieškomosios plokštumos lygtisx − y + d = 0, įstatę
plokštumos taškoM0(1, 2, 3) koordinates, randamed = 1. vadinasi, ieškomos plokštumos lygtis yra
x− y + 1 = 0. �

Parametrinės plokštumos lygtys

Tarkime, kad plokštumaP eina per taškąM0(x0, y0, z0) ir yra žinomi du jai lygiagret̄us nekoli-
near̄us vektoriai~s1 = (l1,m1, n1) ir ~s2 = (l2,m2, n2). Suprantama, kad šitokių duomenų pakanka
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plokštumai vienareikšmiškai apibrėžti.

JeiM(x, y, z) – bet kuris plokštumosP taškas, vektorius
−→

M0M yra plokštumojeP ir gali būti
išreikštas vektorių~s1, ~s2 tiesiniu dariniu:

−→
M0M= t1 ~s1 + t2 ~s2.

Iš čia plokštumosP parametriṅes lygtis:






x− x0 = t1l1 + t2l2,

y − y0 = t1m1 + t2m2,

z − z0 = t1n1 + t2n2, t ∈ R.

Parametrinės ir kanoninės tieṡes erdv̇eje lygtys

Tarkime, kad tieṡe T eina per taškąM0(x0, y0, z0) ir yra lygiagreti vektoriui~s = (l,m, n), vadina-

mam tieṡes krypties vektoriumi. Tada bet kuriam tiesėsT taškuiM(x, y, z), vektoriai
−→
AM (ir) ~r

yra lygiagret̄us. Taigi,
−→

M0M= t~s, t ∈ R

Iš čia gauname tiesėsT parametrines lygtis:






x− x0 = tl,

y − y0 = tm,

z − z0 = tn, t ∈ R

Kiekvienoje iš lyǧcių išreiškę patrametrąt ir tas išraiškas sulyginę, gaunamekanonines tieṡes erdv̇eje
lygtis:

x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0

n
Kanoniṅes tieṡes erdv̇eje lygtys yra dvi:

x− x0
l

=
y − y0
m

,
y − y0
m

=
z − z0

n
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Pertvarkę jas įprastu pavidalu, gautume dviejų plokštumų bendrąsias lygtis, tik pirmojoje koeficientas
prie kintamojoz, o antrojoje – priex lygus nuliui. Vadinasi, kanoniṅes tieṡes erdv̇eje lygtys - dviejų
plokštumų, kurios kertasi tiese, lygtys.

Šitaip tieṡe erdv̇eje gali b̄uti apibṙežta ir bendruoju atveju:
{

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Šios lygtys reiškia tiesę erdvėje, jei jomis aprašomos dvi plokštumos kertasi, t.y., nėra lygia-
grěcios. Tai reiškia, kad jų normalių vektoriai~n1(a1, b1, c1) ir ~n2(a2, b2, c2) nėra lygiagret̄us, jų
koordinaṫes ṅera proporcingos. Iš tiesinės algebros kurso žinoma, kad tokiu atveju iš tų koordinačių
sudarytos matricos rangas lygus dviem:

rang

(

a1 a1 a1
a2 a2 a2

)

= 2.

Tuomet šią dviejų plokštumų lygčių sistemą algebriniais veiksmais galima pertvarkyti i˛ jai ekvivale-
nčias kanonines arba parametrines tiesės erdv̇eje lygtis.

11 pav. Tieṡe plokštumoje

Visiškai analogiškai, kaip gavome kanonines tiesės erv̇eje lygtis, galime gauti šitokį tiesės plokštu-
moje lygties pavidalą:

x− x0
l

=
y − y0
m
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Pažyṁejęa = m, b = −l, gauname tieṡes plokštumoje lygtį

a(x− x0) + b(y − y0) = 0,

arba, bendrosios tiesės lygties pavidalu,

ax+ by + c = 0, c = −ax0 − by0.

Tarkime, kadb 6= 0, tada tieṡes lygtį galima užrašyti šitaip:

y = kx+m, k = −a

b
, b = −c

b
.

Koeficientask = tanϕ vadinamastieṡes krypties koeficientu. Kampas tarp dviejų tiesiųy = k1x+

m1 ir y = k2x+m2 plokštumojeγ = ϕ2 − ϕ1 ir gali būti apskaǐciuotas taip:

tan γ =
tanϕ2 − tanϕ1

1 + tanϕ1 tanϕ2

=
k2 − k1
1 + k1k2

.

Tieṡes yra statmenos, kaiγ =
π

2
arbatan γ = ∞. Taigi turime1 + k1k2 = 0 arba

k1 = − 1

k2

Tieṡes yra lygiagrěcios, kaiγ = 0, t. y.

k1 = k2
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12 pav. Kampas tarp tiesių plokštumoje

Kampas tarp dviejų plokštumų

Dviejų plokštumų sudaromas kampas lygus jų normaliųju˛ vektorių (normalių) sudaromam kam-
pui. Tarkime, kad turime dvi plokštumasP1 ir P2, mo jų normalieji vektoriai yra~n1(a1, b1, c1) ir
~n2(a2, b2, c2). PlokštumųP1 ir P2 bendrosios lygtys yra

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0,

o kampo tarp normaliųjų vektorių kosinusas

cosϕ =
a1a2 + b1b2 + c1c2

√

a12 + b1
2 + c12 ×

√

a22 + b2
2 + c22

Vadinasi, plokštumos statmenos tada kai

a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0

Plokštumos yra lygiagrěcios, kai jų normalieji vektoriai yra lygiagretūs, o tokių vektorių koordinatės
proporcingos. Vadinasi, plokštumų lygiagretumo sąlyga:

a1
a2

=
b1
b2

=
c1
c2
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Pastaba. Kampas tarp tiesių plokštumoje, kai turime jų bendrąsias lygtis, gali b̄uti randamas
visiškai taip pat, kaip tarp plokštumų erdvėje – kaip kampas tarp tiesių normalių.

2.4. Įvairiai apibr ėžtų tiesių ir plokštumų lygtys

Yra žinomi du tiesės taškai

Tiesei apib̄udinti pakanka žinoti du jos taškus. Parašykime tiesės erdev̇eje, einaňcios per du taš-
kus M1(x1, y1, z1) ir M2(x2, y2, z2), lygtis. Akivaizdu, kad tieṡes krypties vektoriumi gali b̄uti

~s =
−→

M1M2= (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1). Tuomet galime parašyti tiesės kanonines lygtis, duotuoju
tieṡes tašku pasirinkę bet kurį vieną iš dviejų žinomų taškų, pavyzdžiui,M1(x1, y1, z1):

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

Pasirinkę taškąM2(x2, y2, z2), gautume kitokias, bet ekvivalenčias pirmosioms tieṡes lygtis:

x− x2
x2 − x1

=
y − y2
y2 − y1

=
z − z2
z2 − z1

Yra žinomi trys plokštumos taškai

Tarkime, kad plokštuma eina per tris taškusM1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3). Jei jie neguli vienoje tieṡeje, to pakanka plokštumai apibūdinti vie-

nareikšmiškai. JeiM(x, y, z) – bet kuris plokštumos taškas, vektoriai
−→

M1M ,
−→

M1M2 ir
−→

M1M3 yra
duotosios plokštumos vektoriai. vadinasi, jų mišrioji sandauga lygi nuliui:

(
−→

M1M,
−→

M1M2,
−→

M1M3

)

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Išskleidę determinantą pirmąja eilute ir algebriškai sutvarkę reiškinį, gautume bendrąją plokštumos
lygtį.
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Yra žinomi plokštumos susikirtimo su koordinačių ašimis taškai

Tarkime, ploštuma kerta koordinačių ašis taškuosea, 0, 0, 0, b, 0 ir 0, 0, c, žr. 13 pav.

13 pav. Žinomi plokštumos susikirtimo su koordinačių ašimis taškai

Tada jos lygtis, duotuoju tašku pasirinkus taškąa, 0, 0, yra
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− a y z

−a b 0

−a 0 c

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

Išskleidę determinantą pirmąja eilute ir sutvarkę lygtį, gauname:

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1

Analogiškai gauname tiesės iš 11 pav. lygtį

−kx

m
+

y

m
= 1
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2.5. Kampas tarp tieṡes ir plokštumos

Tarkime, tieṡe erdv̇eje duota kanonine lygtimi

x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0

n
,

o plokštuma – bendrąja lygtimi:

ax+ by + cz + d = 0.

Tuomet žinome plokštumos normalę~n(a, b, c) ir tiesės krypties vektorių~s(l,m, n). Kampo tarp
tieṡes ir plokštumosα bei kampo tarp~n ir ~s ϕ suma lygiπ, vadinasi

sinα = cosϕ =
al + bm+ cn√

a2 + b2 + c2 ·
√
l2 +m2 + n2

14 pav. Tieṡe, kaip plokštumų susikirtimo tiesė
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Tarkime, kad tieṡe duota kaip dviejų plokštumų susikirtimo tiesė, žr. 14 pav.:
{

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Tada vektoriumi~s galima b̄uti šių plokštumų normaliųjų vektorių~n1 = (a1, b1, c1) ir ~n2 = (a2, b2, c2)

vektoriṅe sandaugą

~s = ~n1 × ~n2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Išskleidę determinantą pirmąja eilute, rastume tiesės krypties vektoriaus~s koordinates – jos ly-
gios pirmosios determinanto eilutės elementų adjunktams. Įrašykime į pirmąją determinanto eilutę
trečios plokštumosax+ by + cz + d = 0 normal̇es koordinates ir pareikalaukime

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b c

a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

Dabar vektorių~s ir ~n(a, b, c) skaliariṅe sandauga lygi nuliui, vadinasi jie statmeni. Vadinasi, tieṡe
lygiagreti plokštumaiax+ by + cz + d = 0. Gavome tieṡes ir plokštumos lygiagretumo sąlygą, kai
tieṡe duota kaip dviejų kitų plokštumų susikirtimo tiesė.

2.6. Taško atstumas iki plokštumos ir tieṡes

Tarkime, kad plokštumos duota bendrąja lygtimi

ax+ by + cz + d = 0

Raskime taškoM(x, y, z) atstumą nuo šios plokštumos. Tarkime, kad žinome plokštumos taško
M0(x0, y0, z0) koordinates. Pavadinkime taškoM(x, y, z) projekciją plokštumojeN(x∗, y∗, z∗),
žr. 15 pav.
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15 pav. Taško atstumas iki plokštumos

Akivaizdu, kad taškoM(x, y, z) atstumas iki plokštumos

|
−→
NM | = |~n0•

−→
M0M |,

kur ~n0 yra vektoriaus~n vienetinis vektorius (lygiagretus~n, bet vienetinio ilgio vektorius). Vadinasi,

~n0 =
1

|~n|~n.

Apskaǐciuokime skaliarinę sandaugą

~n0•
−→

M0M=

(
1√

a2 + b2 + c2
(a, b, c)

)

• (x− x0, y − y0, z − z0) =

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0)√
a2 + b2 + c2

=
ax+ by + cz)− (ax0 + by0 + cz0)√

a2 + b2 + c2

TaškasM0 yra plokštumos taškas, taigi, jo koordinatės(x0, y0, z0) tenkina jos lygtį:

ax0 + by0 + cz0 = −d

. Vadinasi, taškoM(x, y, z) atstumas iki plokštumos lygus

34



|
−→
NM | = |ax+ by + cz + d|√

a2 + b2 + c2
.

Visiškai analogiškai, plokštumos taškoM(x, y) atstumas iki tieṡes, duotos bendrąja lygtimiax+
by + c = 0, lygus

h =
|ax1 + by1 + c|√

a2 + b2

Panašiai apskaičiuojamas atstumas tarp dviejų nelygiagrečių tiesių erdv̇eje. Jei jos duotos kano-
ninėmis lygtimis

x− x10
l1

=
y − y10
m1

=
z − z10
n1

,

x− x20
l2

=
y − y20
m2

=
z − z20
n2

,

o jų krypties vektoriai~s1(l1,m1, n1) ir ~s2(l2,m2, n2) nelygiagret̄us. Vadinasi, taškasM1(x10, y10, z10)

yra pirmosios tieṡes taškas, oM2(x20, y20, z20) – antrosios. Tuomet atstumas tarp tiesiųd lygus vek-

toriaus ~s1 × ~s2 vienetinio vektoriaus ir vektoriaus
−→

M2M1 skaliariṅes sandaugos moduliui, žr. 16
pav.

16 pav. Atstumas tarp nelygiagrečių tiesių
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Turime:

d =

∣
∣
∣
∣
(

−→
M2M1, ~s1, ~s2)

∣
∣
∣
∣

|~s1 × ~s2|
,

čia (
−→

M2M1, ~s1, ~s2) – trijų vektorių mišrioji sandauga.
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Skyrius 1

Elipsė, hiperbol̇e ir parabolė

Skyriuje pateikiama Kęstǔcio Kařciausko iš Vilniaus universtiteto Matematikos ir Informatikos fa-
kulteto paskaitų konspekto medžiaga.

1. Elipsės ir hiperbolės apibṙežimas

Tarkime plokštumoje yra fiksuoti du taškaiF1 ir F2, kurie vadinamižidiniais. Bet kokiam taškuiM
atstumus iki židiniųF1 ir F2 žymime atitinkamair1 ir r2, t.y. r1 = |F1M |, r2 = |F2M | (žr. Pav.
1.1). Atstumą tarp židinių pažymime2c, t.y. |F1F2| = 2c. Dar yra fiksuojamas teigiamas skaičius,
kuris žymimas2a.

Apibr ėžimas 1 Tarkimea > c. Elipse vadinama aiḃe plokštumos taškųM , kurių atstumų iki židinių
suma yra pastovi ir lygi2a, t.y.

r1 + r2 = 2a .

Apibr ėžimas 2 Tarkimea < c. Hiperbole vadinama aiḃe plokštumos taškųM , kurių atstumų iki
židinių skirtumo absoliutus dydis yra pastovus ir lygus2a, t.y.

|r1 − r2| = 2a .
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F1

F2

M

r1

r2

1.1: Kreiv̇es židiniai

Jei židiniai sutampa, t.y.F1 = F2, elipṡes atveju gauname apskritimą su centruF1 bei spinduliu
a.

Skaǐciuse = c
a

vadinamas kreiv̇esekscentricitetu. Iš apibṙežimo seka, kad

• elipsei0 ≤ e < 1 ir tik apskritimui (|F1F2| = 2c = 0) e = 0;

• hiperboleie > 1.

2. Kanoninė koordinačių sistema bei kanoniṅes elipṡes ir hiperbolės
lygtys

Mes jau tur b̄ut įpratę, kad sprendimui (pratimui pratybose ar kokios tai įmantresṅes problemos gvil-
denimui kompiuteriu) geometriniai duomenys (taškai, tiesių lygtys ...) gaunami koordinatiniame
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pavidale. Tai reiškia, kad jau yra fiksuota koordinačių sistema, patogi duomenų pateikimui (pavyz-
džiui monitoriaus koordinǎcių sistema). Darbo rezultatus dažniausiai reikia pateikti šioje koordina-
čių sistemoje. Teoriniam kreivių (elipsės, hiperbol̇es) tyrimui "vartotojo" sistema yra nepatogi. Todėl
pradiṅe vartotojosistemaOvartxvartyvart pakeǐciamakanoninekoordinǎcių sistemaOkanxkanykan
(žr. Pav. 1.2), kuri sudaroma gana paprastai:

• kordinǎcių pradžiaOkan yra atkarposF1F2 vidurys;

• ašisxkan eina per židinius; jos teigiama kryptis nukreipta nuoF1 link F2;

• ašisykan statmena ašiaixkan.

Kanoninę koordinǎcių sistemą žyṁesime tiesiogOxy. Šioje koordinǎcių sistemoje
F1(−c; 0), F2(c; 0). Toḋel bet kokiam taškuiM(x; y) teisinga

r1 =
√

(x+ c)2 + y2, r2 =
√

(x− c)2 + y2.

Įstatę šias išraiškas įr1 + r2 = 2a arba|r1 − r2| = 2a gauname atitinkamai elipsės ir hiperbol̇es
"lygtis". Taip sudarytus reiškinius nekuklu paskelbti kreivių lygtimis, nes jų analiziṅe forma yra
komplikuota ir nepritaikyta efektyviam kreivių tyrimui.Šių reiškinių prastinimas yra gana paprastas
ir primena iš mokyklos laikų žinomą irracionalių lygčių prastinimą:

(1) pradinį reiškinį parašome pavidale
√

(x+ c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2 (elipsei) ,

√

(x+ c)2 + y2 = ±2a+
√

(x− c)2 + y2 (hiperbolei)

ir keliame kvadratu;

(2) gautą išraišką suprastiname ir, palikę dešinėje puṡeje tik kvadratinę šaknį, dar sykį keliame
kvadratu;

(3) šiek tiek pasikuitę su gana paprastom išraiškom, abiem– elipṡes ir hiperbol̇es – atvejais gau-
name

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2) ; (1.1)
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Ovart xvart

yvart

F1

F2

Okan

xkan

ykan

1.2: Kanoniṅe koordinǎcių sistema

(4) pažyṁeję
b2 = a2 − c2 elipsei, (1.2)

b2 = c2 − a2 hiperbolei, (1.3)

bei padaliję lygtį (1.1) iš jos dešiniosios pusės, gauname elipsės ir hiperbol̇es kanonines lygtis.

Elipsės kanoniṅe lygtis
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (1.4)

Hiperbol̇es kanoniṅe lygtis
x2

a2
− y2

b2
= 1. (1.5)

Kanoniṅes lygtys (1.4), (1.5) yra paprastos ir patogios tolimesniam kreivių tyrimui. Bet liko
vienas kabliukas, kuris formaliai dar neleidžia jas vadinti kreivių lygtimis – mes tik paroḋeme, kad

40



V1 V2

V3

V4

x

y

F1 F2

1.3: Elipṡe ir jos virš̄unės

elipṡes ar hiperbol̇es taško koordinatės tenkina atitinkamos kreivės kanoninę lygtį. Bet gal yra tokių
taškų, kurių koordinatės tenkina kreiv̇es kanoninę lygtį, bet jai pačiai nepriklauso?! Mokykliṅe
irracionalių lyǧcių prastinimo patirtis, keliant jas kvadratu, įspėja kad iš tikro taip gali b̄uti. Lai-
mei, šito neatsitinka. Tai bus gana greitai įrodyta. Bet nelaukdami šio formalaus patvirtinimo jau
dabar ištirsime elipṡes ir hiperbol̇es formą.

3. Elipsės formos tyrimas

Kadangi
(−x)2

a2
+

y2

b2
=

x

a2
+

y2

b2
= 1,

taškasM ′(−x, y), simetriškas elipṡes taškuiM(x, y) atžvilgiu y ašies, taip pat priklauso elipsei.
Analogiškai gauname, kadx ašis irgi yra elipṡes simetrijos ašis, o koordinačių pradžia – elipṡes
simetrijos centras. Taigi užtenka ištirti elipsės formą pirmajame ketvirtyje. Jame elipsė yra funkcijos
y = b

a

√
a2 − x2 grafikas. Jo forma tiriama pasitelkus išvestines. Tyrimo rezultatą matote Pav.1.3.
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x

y

F1 F2

V1 V2

1.4: Hiperbol̇es virš̄unės ir asimptoṫes

TaškaiV1 = (−a; 0), V2 = (a; 0), V3 = (0;−b), V4 = (0; b) vadinami elipṡes viršūnėmis.
AtkarpaV1V2 yra elipṡesdidžioji ašis, oV3V4 – mažojiašis.

4. Hiperbolės formos tyrimas; asimptoṫes

Kaip ir elipṡes atveju, įrodome, kadx ir y yra hiperbol̇es simetrijos ašys, o koordinačių pradžia –
simetrijos centras. Todėl užtenka ištirti hiperbolės formą pirmajame ketvirtyje. Jame hiperbolė yra
funkcijosy = b

a

√
x2 − a2 grafikas. Jo forma tiriama naudojant išvestines. Tyrimo rezultatą matote

Pav. 1.4.
TaškaiV1 = (−a; 0), V2 = (a; 0) vadinami hiperbol̇esviršūnėmis. AtkarpaV1V2 yra hiperbol̇es

realioji ašis.
Atidesnis studentas tur b̄ut pajuto, kad Pav. 1.4 yra informacijos, kurios sekdami tikišvestinių

ženklus, negautume – hiperbolė, "keliaudama į begalybę", artėja prie dviejų tiesių. Formuluojame
šią savybę tiksliau.

Apibr ėžimas 3 Hiperbol̇es asimptoṫemis vadinamos tiesės, kurių lygtys kanoniṅeje koordinačių sis-
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K

1.5: Artėjimas prie asimptotės

temoje yray = b
a
x ir y = − b

a
x.

PažyṁekimeM ir K atitinkamai hiperbol̇es bei asimptotės taškus pirmajame ketvirtyje, kurių
pirmoji koordinaṫe yrax (žr. Pav. 1.5). KadangiM = (x; b

a

√
x2 − a2), K = (x, b

a
x) ir

√
x2 − a2 <

x, taškasM yra žemiau asimptotėsy = b
a
x. Be to

|MK| = b

a
x− b

a

√

x2 − a2 =
ab

x+
√
x2 − a2

.

Todel |MK| monotoniškai arṫeja į0.

5. Jungtinė hiperbolė

Hiperbol̇e, jungtinė hiperboleix
2

a2
− y2

b2
= 1, apibṙežiama lygtimi

x2

a2
− y2

b2
= −1.

Jungtiṅes hiperbol̇es asimptoṫes sutampa su originalios hiperbolės asimptoṫemis (žr. Pav. 1.6). Tai
įrodoma labai paprastai. Nepraleiskite šio įrodymo, nesjame naudojamas koordinačių ašių sukeitimo
principas labai pravers sprendžiant daugelį uždavinių.
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1.6: Hiperbol̇e ir jai jungtiṅe.

Įrodymas.Padauginę jungtiṅes hiperbol̇es lygtį iš−1 ir pažyṁejęx = y′, y = x′ gauname

x′2

b2
− y′2

a2
= 1.

Ši lygtis yra jungtiṅes hiperbol̇es kanoniṅe lygtis kanoniṅeje koordinǎcių sistemojex′y′. Toḋel jos
asimptoṫes nusakomos lygtimisy′ = ±a

b
x′. Grižus įxy koordinǎcių sistemą šios lygtys įgyja pavi-

daląy = ± b
a
x.

6. Hiperbolės asimptotiṅe lygtis

Kadangi

x2

a2
− y2

b2
=
(x

a
− y

b

)(x

a
+

y

b

)

,

hiperbol̇es lygtį x
2

a2
− y2

b2
= 1 galime parašyti pavidaleL1L2 = k, kurL1 = 0, L2 = 0 yra asimptǒcių

lygtys, ok – nenuliṅe konstanta. Šią asimptotinę hiperbolės lygties formą vartojame, kai žinome
hiperbol̇es asimptotes. Konstantąk randame naudodami papildomą uždavinio salygą.
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7. Kreivės taško atstumai iki židinių

Tarkime plokštumos taškoM(x; y) koordinaṫes tenkina elipṡes arba hiperbolės kanoninę lygtį. Pa-
rodysime, kad taškasM priklauso elipsei arba hiperbolei.

Pradžioje suskaičiuojame atstumąr1 = |F1M |. Tai darome vienu metu abiem kreivėms (viršuti-
nis ženklas elipṡes lygties atveju, apatinis – hiperbolės). Kadangi

r21 = (x+ c)2 + y2 = x2 + 2xc+ c2 ∓ b2

a2
(x2 − a2) =

a2 ∓ b2

a2
x2 + 2xc+ c2 ± b2,

= e2 + 2xea+ a2 = (ex+ a)2,

r1 = |ex+ a|. Panašiai gaunamer2 = |ex− a|.

• Elipsės lygties atvejis.Kadangie < 1 ir −a ≤ x ≤ a, tai r1 = ex + a, r2 = a − ex. Toḋel
r1 + r2 = 2a.

• Hiperbol̇es lygties atvejis.Šiuo atvejue > 1.

(1) Jeix ≥ a, tai r1 = ex+ a, r2 = ex− a. Toḋel r1 − r2 = 2a.

(2) Jeix ≤ −a, tai r1 = −ex− a, r2 = −ex+ a. Toḋel r1 − r2 = −2a.

8. Elipsės ir hiperbolės direktrisės

Apibr ėžimas 4 Elipsės (hiperbol̇es) direktrise, atitinkančia židinįF1(−c; 0), vadinama tieṡe, api-
brėžiama lygtimix = −a

e
; direktrise, atitinkančia židinįF2(c; 0), vadinama tieṡe, apibṙežiama

lygtimi x = a
e
.

Kadangi apskritimoe = 0, jis direktrisių neturi (moralas– matematikoje, kaip ir daugelyje
kitų gyvenimo srǐcių, nevisada naudinga b̄uti labai apskritam). Elipṡes bei hiperbol̇es direktriṡes
pavaizduotos Pav. 1.7, 1.8.

Teiginys 1 Bet kokiam elipṡes (hiperbol̇es) taškuiM atstumo iki židinio santykis su atstumu iki tą
židinį atitinkančios direktriṡes yra lygus ekscentricitetuie.
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F1 F2

x = −a
e

x = a
e

Md1

r1

1.7: Elipṡe ir jos direktriṡes

x = −a
e

x = a
e

F1 F2

M
d2

r2

1.8: Hiperbol̇e ir jos direktriṡes
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Įrodymas.Kreivės taškoM(x; y) atstumą iki židinioF1 žymimer1. Preitame skyrelyje įroḋeme, kad
r1 = |ex + a|. TaškoM atstumą ikiF1 atitinkaňcios direktriṡesx = −a

e
pažyṁekimed1. Kadangi

d1 = |x+ a
e
|, gauname

r1
d1

=
|ex+ a|
|x+ a

e
| =

|ex+ a|
1

e
|ex+ a| = e.

Kitam židiniui F2 panašiai gaunamer2
d2

= e.
Nesunkiai įrodomas ir atvirkštinis teiginys. Įrodymą praleidžiame, nors patį teiginį naudosime

sprendžiant uždavinius.

Atvirkštinis teiginys 1 Tarkime plokštumoje yra fiksuotas taškasF bei tieṡe, neinanti per šį tašką.
Taip pat yra fiksuotas teigiamas skaičiuse. Bet kokiam plokštumos taškuiM atstumą iki taškoF
pažyṁekimer, o atstumą iki fiksuotos tiesės pažyṁekimed. Plokštumos taškai, kuriemsr

d
= e

sudaro

• elipsę, jeie < 1;

• hiperbolę, jeie > 1.

Be to, taškasF yra vienas iš kreiv̇es židinių, fiksuota tiesė – tą židinį atitinkanti direktriṡe, o teigiamas
skaičiuse – kreiv̇es ekscentricitetas.

9. Parabol̇es apibṙežimas bei kanoniṅe lygtis

Plokštumoje fiksuojamas taškasF , kuris vadinamas židiniu. Taip pat fiksuojama tiesė, neinanti per
židinį F . Ši tieṡe vadinama direktrise.

Apibr ėžimas 5 Parabole vadinama aiḃe plokštumos taškų, vienodai nutolusių nuo židinio bei di-
rektrisės.

Bet kokiam plokštumos taškuiM atstumą iki židinioF žymime r, o atstumą iki direktriṡes
žymimed (žr. Pav. 1.9). Parabolę sudaro taškaiM , kuriemsr = d. Parašę šią salygą pavidaler

d
= 1

bei tuṙedami omenyje Teiginį 1, parabolės ekscentricitetu galime deklaruoti skaičių 1.
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1.9: Parabol̇es apibṙežimas

Parabol̇es kanoniṅe koordinǎcių sistema sudaroma gana paprastai –x-ašis yra tieṡe, einanti per
židinį F bei statmena direktrisei.x-ašies teigiama kryptis – nuo direktrisės link židinio. y-ašis yra
statmenax-ašiai ir dalija atkarpą tarp židinio bei direktrisės pusiau (žr. Pav. 1.10).

Pažyṁekime atstumą tarp židinio bei direktrisės raidep (p > 0). Gauname, kad kanoninė-
je koordinǎcių sistemojeF (p

2
; 0), o direktriṡes lygtis yrax = −p

2
. Toḋel taškuiM(x; y) turime

r =
√

(x− p
2
)2 + y2, d = |x + p

2
|. Pak̇elę sąlygąr = d kvadratu, po kelių aritmetinių veiksmų

gauname parabolės kanoninę lygtį
y2 = 2px.

Visi pamiṅeti veiksmai yra nesuḋetingi. Toḋel, atliekant veiksmus atvirkščia tvarka, lengva patikrinti,
kad taškas, kurio koordinatės tenkina lygtį (9.), priklauso parabolei.

Panašiai, kaip elipsės ar hiperbol̇es atveju, gauname, kadx-ašis yra parabolės simetrijos ašis.
Todėl parabol̇es formą tiriame tik pirmame ketvirtyje, kur ji yra funkcijos y =

√
2px grafikas. Ty-

rimo rezultatą matote Pav. 1.10. Tai gerai iš mokyklos laikų žinomas kvadratinio trinario grafikas,
pasuktas90 laipsnių. TaškasV , kuriame simetrijos ašis kerta parabolę, vadinamas parabolėsviršūne.
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x = −p
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1.10: Kanoniṅe parabol̇es koordinǎcių sistema
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1.11: Kreiv̇es liestiṅe

10. Kreivės liestiṅe

Kreivės liestine taškeA vadiname kirstiniųAM ribinę paḋetį taškuiM arṫejant įA (žr. Pav. 1.11).
Šis apibṙežimas pasufleruoja paprastą liestinių lygčių radimo b̄udą:

• randamas kirstiṅesAM krypties koeficientasm;

• ieškoma krypties koeficientom ribamrib, kaiM arṫeja įA;

• liestinės taškeA(x0; y0) lygtis parašoma pavidale

y − y0 = mrib(x− x0)

ir, kiek įmanoma, suprastinama.

11. Elipṡes ir hiperbolės liestiṅes

Elipsės ir hiperbol̇es lygtį parašome pavidalex
2

p
+ y2

q
= 1. Elipṡes atveju:p = a2, q = b2; hiperbol̇es

atveju:p = a2, q = −b2. Kreivės liestiṅes taškeA(x0; y0) lygtį ieškome naudodami ką tik pateiktą
schemą. Gretimo taškoM koordinates pažymime(x1; y1).
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• KirstinėsAM krypties koeficientasm yra lygus y1−y0
x1−x0

. TaškaiA ir M priklauso kreivei, toḋel

x20
p

+
y20
q

= 1,

x21
p

+
y21
q

= 1 .

(1.6)

Atėmę iš antrosios lygties pirmąją gauname

m = −q

p

x1 + x0
y1 + y0

.

• Iš šiosm išraiškos seka, kad
lim

M→A
m = −q

p

x0
y0

.

• Lygtį
y − y0 = −q

p

x0
y0

(x− x0)

parašome pavidale
x0x

p
+

y0y

q
=

x20
p

+
y20
q

.

Pasinaudoję pirmąja (1.6) lygybe, gauname liestinės lygtį

x0x

p
+

y0y

q
= 1 . (1.7)

Elipsės liestiṅes lygtis yra
x0x

a2
+

y0y

b2
= 1 ; (1.8)

hiperbol̇es liestiṅes lygtis yra
x0x

a2
− y0y

b2
= 1 . (1.9)
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12. Parabol̇es liestiṅes

Parabol̇es liestiṅes taškeA(x0; y0) lygtį ieškome naudodami tą pačią schemą. Gretimo taškoM
koordinates pažymime(x1; y1).

• KirstinėsAM krypties koeficientasm yra lygus y1−y0
x1−x0

. TaškaiA ir M priklauso parabolei,
todėl

y20 = 2px0,

y21 = 2px1.
(1.10)

Atėmę iš antrosios lygties pirmąją gauname

m =
2p

y1 + y0
.

• Iš šiosm išraiškos seka, kad
lim

M→A
m =

p

y0
.

• Lygtį
y − y0 =

p

y0
(x− x0)

parašome pavidale
y0y − y20 = px− px0 .

Pasinaudoję pirmąja (1.10) lygybe, gauname liestinės lygtį

y0y = p(x+ x0). (1.11)

Atkreipkite ḋemesį, kad nenaudojome sąlygosp > 0 – parabol̇e gali b̄uti nukreipta ir "kaiṙen".
Jei parabol̇es lygtis yrax2 = 2py – "mokyklinis" atvejis, kai parabolė nukreipta "aukštyn" arba
"žemyn" – liestiṅes lygtis parabolės taškeA(x0; y0) yrax0x = p(y + y0) (įrodoma analogiškai).
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1.12: Elipṡes (liestiṅes) optiṅe savyḃe

13. Elipṡes ir hiperbolės optiṅes savyḃes

Teiginys 2 Bet kokiam elipṡes (hiperbol̇es) taškuiA atkarposF1A ir F2A sudaro lygius kampus su
liestine taškeA.

Įrodymas. Įrodysime, kad šių kampų sinusai lygūs, t.y. d1
r1

= d2
r2

(žr. Pav. 1.12, 1.13). Skaičiant
atstumus nuo židiniųF1(−c; 0), F2(c; 0) iki liestinės x0x

a2
± y0y

b2
= 1 taškeA(x0; y0), panaudoję

c = ea, gauname

d1 =
| − x0c

a2
− 1|

√
x2

0

a4
+

y2
0

b4

=
|ex0 + a|

a

√
x2

0

a4
+

y2
0

b4

,

d2 =
|x0c
a2

− 1|
√

x2

0

a4
+

y2
0

b4

=
|ex0 − a|

a

√
x2

0

a4
+

y2
0

b4

.

Kadangir1 = |ex0 + a|, r2 = |ex0 − a|, lygybė d1
r1

= d2
r2

nekelia abejonių.
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1.13: Hiperbol̇es (liestiṅes) optiṅe savyḃe
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1.14: Parabolės (liestiṅes) optiṅe savyḃe

14. Parabol̇es optiṅes savyḃes

Teiginys 3 Bet kokiam parabolės taškuiA atkarpaFA ir simetrijos ašis sudaro lygius kampus su
liestine taškeA.

Įrodymas. Liestinės taškeA(x0; y0) sankirtą su simetrijos ašimix pažyṁekimeK (žr. Pav. 1.14).
Įrodysime, kad|AF | = |KF |.

Liestinės y0y = p(x + x0) ir x-ašiesy = 0 sankirta yra taškasK(−x0; 0). Jo atstumas iki
židinio F (p

2
; 0) yra x0 +

p
2
. Kadangi|AF | lygus atstumui nuoA iki direktrisėsx = −p

2
, gauname

|AF | = x0 +
p
2
. Toḋel |AF | = |KF |.

15. Pratimai bei uždaviniai

Skyrių baigiame charakteringų šios dalies uždavinių rinkiniu.
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1. Rasti elipṡes kanoninę lygtį, jei atstumas tarp židinių6, o atstumas tarp direktrisių162

3
.

2. Rasti hiperbol̇es kanoninę lygtį, jei asimptočių lygtys yray = ±4

3
x, o atstumas tarp direktrisių

62

5
.

3. Elipṡes židiniai yra(1; 3) ir (3, 1), o ekscentricitetas lygus
√
2

2
. Rasti jos:

I) lygtį;
II) kanoninę lygtį.

4. Elipṡes židinys yra(3; 0), o jį atitinkanti direktriṡe x + y − 1 = 0. Rasti elipṡes lygtį, jei jos
ekscentricitetas lygus1

2
.

5. Rasti elipṡes5x2 + 9y2 − 30x+ 18y + 9 = 0 židinius ir juos atitinkaňcias direktrises.

6. Rasti elipṡes9x2 + 5y2 − 18x− 30y + 9 = 0 židinius ir juos atitinkaňcias direktrises.

7. Rasti parabolėsx = 2y2 − 12y + 14 židinį ir direktrisę.

8. Rasti hiperbol̇es lygtį, jei žinomos jos asimptotėsx− y + 1 =, 2x+ y − 1 = 0 bei jos taškas
(3; 1).

9. Rasti kreiv̇es kanoninę lygtį, jei simetrijos ašys sutampa su koordinatinėmis ašimis ir ji eina
per taškus(1;−2), (2; 3).

10. Rasti elipṡes x2

30
+ y2

24
= 1 liestines, lygiagrěcias tiesei4x− 2y + 23 = 0.

11. Rasti hiperbolės x2

24
− y2

18
= 1 tašką artimiausią tiesei3x+ 2y + 1 = 0.

12. Rasti parabolėsy2 = 5x liestines, išvestas per tašką(5; 9).

13. Parabol̇e y2 = 2px liečia tiesęx− 2y + 4 = 0. Rasti jos lygtį.

14. Elipṡes simetrijos ašys sutampa su koordinatinėmis ašimis. Elipṡe eina per tašką(4;−1) ir
liečia tiesęx+ 4y − 10 = 0. Rasti jos lygtį.

14. Kreiv̇es simetrijos ašys sutampa su koordinatinėmis ašimis. Žinomos dvi jos liestinės3x −
2y − 20 = 0, x+ 6y − 20 = 0. Rasti kreiv̇es lygtį.

15. Elipṡes židiniai yra(−3; 0), (3; 0). Žinoma jos liestiṅex− y − 5 = 0. Rasti elipṡes lygtį.
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Skyrius 2

Antros eilės kreivės

Skyriuje pateikiama Kęstǔcio Kařciausko iš Vilniaus universtiteto Matematikos ir Informatikos fa-
kulteto paskaitų konspekto medžiaga.

1. Koordinačių sistemos transformacija

Antrosios eil̇es kreivių lygtis prastinsime keisdami (transformuodami) koordinǎcių sistemą. Prisi-
minkime svarbiausius plokštumos stačiakampių koordinǎcių sistemų transformacijos momentus.

Apibr ėžimas 6 Koordinačių sistemosOxy ir O′x′y′ yra vienos orentacijos, jei pos̄ukis nuox′-ašies
link y′-ašies yra tos pačios krypties kaip ir posūkis nuox-ašies linky-ašies (žr. Pav. 2.1 (a)). Priešin-
gu atveju (žr. Pav. 2.1 (b)), koordinačių sistemosOxy ir O′x′y′ yra priešingos orentacijos. .

Taip pat svarbu nepamiršti, kad posūkio kampas yra orentuotas – jo absoliutinė reikšṁe imama
su ženklu+ arba−.

Apibr ėžimas 7 Jei pradiṅes koordinačių sistemosOxy x-ašies pos̄ukis link naujos koordinačių sis-
temosO′x′y′ x′-ašies yra tos pačios krypties, kaip ir posūkis nuox-ašies linky-ašies, tai pos̄ukio
kampasα yra teigiamas; priešingu atveju posūkio kampas yra neigiamas. (Žr. Pav. 2.2).
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2.1: Vienodai (a) ir skirtingai (b) orentuotos koordinačių sistemos.

x

y

x′

y′

α > 0

x

y

x′

y′

α < 0

2.2: Orentuotas pos̄ukio kampas.
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2.3: Bendroji koordinǎcių sistemos transformacija.

Dėmesio: nustatant posūkio kampo ženklą, naujos koordinačių sistemosy′-ašies kryptis nevaidi-
na jokio vaidmens.

Bendrąją koordinǎcių sistemos transformaciją (žr. Pav. 2.3) dažnai yra patogu suskaidyti į du
etapus – koordinǎcių sistemos pos̄ukį ir koordinǎcių sistemos lygiagretų postūmį (žr. Pav. 2.4).

Dabar prisiminkime (sužinokime) koordinačių transformacijos formules.

1.1. Bendrosios koordinǎcių transformacijos formul ės

Tegul Oxy yra pradiṅe koordinǎcių sistema, oO′x′y′ – naujoji. TaškoM koordinaṫes atžvilgiu
pradiṅes sistemos yra(x; y), atžvilgiu naujosios –(x′; y′). Įvedami duomenys yra atžvilgiu pradinės
koordinǎcių sistemos:

naujosios koordinǎcių sistemos pradžiaO′(x0; y0);
α – orentuotas kampas, kuriuo reikia pasuktix-ašį kad gautumex′-ašį.

• Koordinǎcių sistemosOxy ir O′x′y′ yra vienos orentacijos
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{

x = x′ cosα− y′ sinα+ x0

y = x′ sinα+ y′ cosα+ y0.
(2.1)

• Koordinǎcių sistemosOxy ir O′x′y′ yra priešingų orentacijų

{

x = x′ cosα+ y′ sinα+ x0

y = x′ sinα− y′ cosα+ y0.
(2.2)

1.2. Koordinačių sistemos pos̄ukis

Žiūrėk Pav. 2.4(a).
Koordinǎcių sistemos yra vienos orentacijos, o jų pradžios sutampa (O = O′). Kadangi šiuo

atvejux0 = 0, y0 = 0, formulės (2.1) supaprastėja iki

{

x = x′ cosα− y′ sinα

y = x′ sinα+ y′ cosα.
(2.3)

1.3. Koordinačių sistemos lygiagretus post̄umis

Žiūrėk Pav. 2.4(b).
Koordinǎcių sistemų ašys yra tų pačių krypčių (toḋel sistemos yra vienos orentacijos). Kadangi

šiuo atvejuα = 0, formulės (2.1) supaprastėja iki

{

x = x′ + x0

y = y′ + y0.
(2.4)
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(a) (b)
x

y

x′

y′

x

y

x′

y′

2.4: Koordinǎcių sistemos pos̄ukis (a) ir lygiagretus post̄umis (b).

1.4. Matricinė koordinačių transformacijos formulių išraiška

Pažyṁekime
c11 = cosα c12 = ∓ sinα c13 = x0
c21 = sinα c22 = ± cosα c23 = y0
c31 = 0 c32 = 0 c33 = 1

viršutinis ženklas naudojamas, jei sistemos yra vienos orentacijos – formul̇e (2.1); apatinis ženklas
naudojamas, jei sistemos priešingų orentacijų – formulė (2.2).

Pažyṁekime

X =






x

y

1




 , X ′ =






x′

y′

1




 , C =






c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33




 .

Įvedus šiuos žymenis formulės (2.1) ir (2.2) matriciṅeje formoje tampa vienodomis:

X = CX ′ (2.5)

Matriciniai žymenys įgalina panaudoti tiesinės algebros rezultatus ten, kur tiesioginiai aritme-
tiniai skaǐciavimai tampa komplikuotais. Matricinė koordinǎcių transformacijų forma (2.5) plačiai
vartojama kompiuteriṅeje grafikoje.
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2. Bendroji antros eilės kreivės lygtis

Tarkime yra fiksuota stǎciakamṗe koordinǎcių sistemaOxy. Bendroji antros eil̇es kreiv̇es lygtis
F (x, y) = 0 šios sistemos atžvilgiu yra

F (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0 . (2.6)

Remiantis bendrąja kreivės lygtimi sudaroma jos matricaA

A =






a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33




 ,

apibṙežianta21 = a12, a31 = a13, a32 = a23. MatricaA yra simetriṅe, t.y. AT = A. Panaudojus
skyriaus 1.4. žymenis gaunama matricinė antros eil̇es kreiv̇es lygties forma

F (x, y) = XTAX = 0 . (2.7)

Ši lygybė įrodoma elementariais skaičiavimais dauginant matricas. Panašaus sudėtingumo (tiks-
liau lengvumo) aritmetiniais veiksmais įrodoma, kad

F (x, y) = xF1(x, y) + yF2(x, y) + F3(x, y) , (2.8)

kur
F1(x, y) = a11x+ a12y + a13

F2(x, y) = a21x+ a22y + a23

F3(x, y) = a31x+ a32y + a33 .

(2.9)

Išraiškaa11x2 + 2a12xy + a22y
2 paprastai vadinama kvadratine kreivės lygties dalimi,2a13x+

2a23y – tiesine dalimi, oa33 – laisvuoju nariu.
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2.1. Ryšys tarp kreiv̇es lyǧcių atžvilgiu skirtingų koordina čių sistemų

Tarkime turime antros eilės kreiv̇es lygtį atžvilgiu koordinǎcių sistemosOxy. Kreivės lygtįF ′(x′, y′) =

X ′TA′X ′ = 0 atžvilgiu naujos koordinǎcių sistemosO′x′y′ gauname iš (2.7), pasinaudoję koordinačių
transformacijų formul̇emis (2.5):

F ′(x′, y′) = (CX ′)TA(CX ′) = X ′T (CTAC)X ′ = X ′TA′X ′.

Kadangi matricosA′ ir CTAC yra simetriṅes
(

(CTAC)T = CTATC = CTAC
)

, iš paskutiṅes
lygybės seka

A′ = CTAC (2.10)

◦ Koordinačių sistemos pos̄ukis. Pritaikę formulę (2.10) koordinačių sistemos pos̄ukiui gauna-
me:

1. jei tiesiṅe lygties dalis buvo lygi0, tai ir po pos̄ukio ji išlieka lygi 0;

2. laisvasis narys nesikeičia, t.y.a′33 = a33.

• Lygiagretus post̄umis. Pritaikę formulę (2.10) lygiagrěciam koordinǎcių sistemos post̄umiui
gauname:

1. kvadratiṅe lygties dalis nesikeičia, t.y.a′11 = a11, a′12 = a12, a′22 = a22;

2. tiesiṅes dalies kaita nusakoma formulėmis

a′13 = F1(x0, y0) = a11x0 + a12y0 + a13

a′23 = F2(x0, y0) = a21x0 + a22y0 + a23.
(2.11)

3. a′33 = F (x0, y0).

3. Antros eilės kreivės lygties invariantai

Efektyviai prastinant antros eilės kreiv̇es lygtį labai svarb̄us yra lygtiesortogonal̄us invariantai.
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Apibr ėžimas 8 Antros eil̇es kreiv̇es lygties ortogonaliuoju invariantu vadinama nuo lygtieskoeficientų
priklausanti funkcijag, kurios reikšṁe nesikeičia, stačiakampę koordinačių sistemąOxy pakeitus ki-
ta stačiakampe koordinačių sistemaO′x′y′, t.y.

g(a11, a12, a22, a13, a23, a33) = g(a′11, a
′
12, a

′
22, a

′
13, a

′
23, a

′
33).

Teiginys 4 Reiškiniai

I1 = a11 + a22 , I2 =

∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
∣

, I3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(2.12)

yra ortogonal̄us antros eil̇es kreiv̇es lygties invariantai.

Šis teiginys įrodomas tiesinės algebros kurse. Beje, reiškinioI3 = |A| invariantiškumas seka iš
formulės (2.10):

|A′| = |CTAC| = |A||C|2 = |A|,

nes|C| = ±1.

4. Charakteringoji lygtis

Apibr ėžimas 9 Antros eil̇es kreiv̇es charakteringąja lygtimi vadinama antrojo laipsnio lygtis

λ2 − I1λ+ I2 = 0 . (2.13)

Lengva patikrinti, kad charakteringąją lygtį galime užrašyti matriciṅeje formoje

λ2 − I1λ+ I2 =

∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
= 0 . (2.14)

Teiginys 5 Charakteringoji lygtis visuomet turi realias šaknis.
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ĮrodymasSkaǐciuojame charakteringosios lygties diskriminantąD:

D = I21 − 4I2 = (a11 + a22)
2 − 4(a11a22 − a212) = (a11 − a22)

2 + 4a212 ≥ 0.

Taip pat gauname, kad charakteringoji lygtis turi kartotinę šaknį (D = 0), jei a11 = a22 ir
a12 = 0. Nesunkiai patikrinima (išskiriant lygtyje pilnus kvadratus atžvilgiux ir y), kad šiuo atveju,
jei kreivė turi realius taškus, lygtis apibrėžia apskritimą.

Charakteringosios lygties šaknis žymimeλ1, λ2. Kadangi jos visuomet realios, tai

λ2 − I1λ+ I2 = (λ− λ1)(λ− λ2) ,

o pagal Vijeto teoremą
I1 = λ1 + λ2 , I2 = λ1λ2 .

5. Antros eilės kreivės centras

Apibr ėžimas 10Antros eil̇es kreiv̇es centru vadinamas taškas, kurio koordinatės (x; y) tenkina
lygčių sistemą

{

F1(x, y) = a11x0 + a12y0 + a13 = 0

F2(x, y) = a21x0 + a22y0 + a23 = 0 .
(2.15)

Apibr ėžimas 11Antros eil̇es kreiv̇e vadinama centrine, jei ji turi vienintelį centrą. Priešingu atveju
– kreiv̇e neturi centro arba turi jų be galo daug – antros eilės kreiv̇e vadinama necentrine.

Sistema (2.15) turi vienintelį sprendinį, jeiI2 6= 0. Toḋel, jei I2 6= 0 kreivė yra centriṅe, jei
I2 = 0 – necentriṅe.

Teiginys 6 Jei koordinačių sistemos pradžia sutampa su kreivės centru, tai kreiv̇es lygties tiesiṅe
dalis yra lygi nuliui.

ĮrodymasIš centro apibṙežimo bei formul̇es (2.11) seka, kad perkėlus koordinǎcių sistemos pradžią
į kreivės centrą, jos tiesinė dalis virsta nuliumi. Bet kuri kita koordinačių sistema su tuo pačiu

65



centru gaunama iš šios (lygiagrečiai pastumtos) sistemos pasukant apie naują koordinačių pradžią. Iš
skyriaus 2.1. punkto◦ 1 seka, kad tiesiṅe lygties dalis atžvilgiu pasuktos koordinačių sistemos lieka
lygi nuliui.

Remdamiesi šiuo teiginiu darome išvadą: jei koordinačių sistemos pradžia sutampa su kreivės
centru, tai

F (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a33 = 0 .

Tokioje koordinǎcių sistemojeF (−x;−y) = F (x; y), toḋel: kreivės centras yra kreiv̇es simetrijos
centras.

6. Kvadratin ės lygties dalies prastinimas

Šiame skyriuje įrodysime, kad pasukus koordinačių sistemą galima panaikinti skirtingų kintamųjų
sandaugą (a′12 = 0). Be to iš įrodymo išpešime papildomos naudingos informacijos.

Kadangi koordinǎcių transformacijai naudojame posūkį, tai

C =






cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1




 .

Pasinaudoję formule (2.10) gauname

a′21 = − sinα
(
a11 cosα+ a12 sinα
︸ ︷︷ ︸

n1

)
+ cosα

(
a21 cosα+ a22 sinα
︸ ︷︷ ︸

n2

)
.

Sąlyga, kad pranyksta skirtingų kintamųjų sandauga, t.y. a′12 = a′21 = 0, yra

−n1 sinα+ n2 cosα = 0 .

Ši sąlyga reiškia, kad vektorius(n1;n2) yra statmenas vektoriui(− sinα; cosα). Tai ekvivalentu
salygai, kad vektorius(n1;n2) yra lygiagretus vektoriui(cosα; sinα), t.y. ∃ toks skaǐciusλ, kad

{

a11 cosα+ a12 sinα = λ cosα

a21 cosα+ a22 sinα = λ sinα .
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Šią sąlygą perrašome pavidale

{

(a11 − λ) cosα+ a12 sinα = 0

a21 cosα+ (a22 − λ) sinα = 0 .
(2.16)

Sistema (2.16) turinenulinįspendinį(cosα, sinα), jei
∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
= 0 .

Taigi λ yra charakteringosios lygties šaknis. Pažymėję šią šaknįλ1 iš sąlygos (2.16) pirmosios
lygybės gauname

tanα =
λ1 − a11

a12
. (2.17)

Primename vakarykščiams mokiniams, kad žinodami tangentą nesunkiai apskaičiuojame to pa-
ties kampo sinusą ir kosinusą:

sinα =
tanα√

1 + tan2 α
, cosα =

1√
1 + tan2 α

. (2.18)

Pasinaudoję formule (2.10) taip pat gauname

a′11 = cosα
(
a11 cosα+ a12 sinα
︸ ︷︷ ︸

n1

)
+ sinα

(
a21 cosα+ a22 sinα
︸ ︷︷ ︸

n2

)
.

Kadangin1 = λ1 cosα, n2 = λ1 sinα, tai a′11 = λ1(cos
2 α+ sin2 α) = λ1. Toḋel charakterin-

goji lygtis, parašyta matriciniame pavidale atžvilgiu naujos koordinǎcių sistemos, yra
∣
∣
∣
∣
∣

λ1 − λ 0

0 a′22 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
= (λ− λ1)(λ− a′22) = 0 .

Iš šios lygyḃes gauname, kada′22 yra kita charakteringosios lygties šaknis, t.y.a′22 = λ2.
Tai ir viskas, ką reik̇ejo parodyti šiame skyriuje. Surinkime viščiukus į vieną vietą.
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Išvada 1 Tegulλ1 ir λ2 yra charakteringosios lygties šaknys. Pasukus koordinačių sistemą kampu
α, kurio

tanα =
λ1 − a11

a12
,

kvadratiṅe lygties dalis atžvilgiu naujos koordinačių sistemos supaprasṫeja iki λ1x
′2 + λ2y

′2, t.y.
a′11 = λ1, a′12 = 0, a′22 = λ2. Pos̄ukio kampo sinusas ir kosinusas apskaičiuojami naudojantis
formul̇emis (2.18).

7. Centrinių kreivių kanonin ės lygtys

7.1. Bendroji dalis

Kadangi kreiv̇e centriṅe, taiI2 6= 0. Toḋel abi charakteringosios lygties šaknysλ1, λ2 nelygios0,
nesI2 = λ1λ2.

Pradžioje lygiagrěciu post̄umiu perkeliame koordinǎcių sistemos pradžią į kreivės centrą(x0; y0).
Kreivės lygties tiesiṅe dalis virsta0. Po to, remiantis Išvada 1, supaprastiname lygties kvadratinę dalį.
Po šių operacijų kreiv̇es lygtis atžvilgiu naujos koordinačių sistemosO′x′y′ supaprasṫeja iki

λ1x
′2 + λ2y

′2 + a′33 = 0 .

Kadangi

I3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 a′33

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ1λ2a
′
33 = I2a

′
33 ,

gauname kada′33 = I3/I2. Tai reiškia, kad centriṅes kreiv̇es lygtį visuomet galime parašyti pavidale

λ1x
′2 + λ2y

′2 +
I3
I2

= 0 . (2.19)

Šis lygties pavidalas labai svarbus – ir užmiršę tolimesnes lygties pavidalo keitimo detales, spręs-
dami konkretų uždavinį gausite teisingą atsakymą, jeinaudosiṫes lygtimi (2.19) bei žinosite kreivės
tipą (ir neprivelsite aritmetinių klaidų).
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7.2. Įvairūs atvejai

I2 > 0

Šiuo atveju charakteringosios lygties šaknys yra vieno ženklo. Šaknimiλ1 pasirenkame tą, kuri
absoliutiniu dydžiu yra mažesnė. KadangiI1 = λ1 + λ2, šaknų ženklas sutampa suI1 ženklu.

(I) I3 6= 0; I3 ir I1 skirtingų ženklų.
Laivąjį narį I3/I2 perkeliame į dešinę pusę ir dalijame gautąją lygtį iš(−I3/I2). Gauname

x′2

− I3
λ1I2

+
y′2

− I3
λ2I2

= 1 .

Pažyṁeję

− I3
λ1I2

= a2 , − I3
λ2I2

= b2 ,

turime elipṡes kanoninę lygtį
x′2

a2
+

y′2

b2
= 1 ,

nes|λ1| ≤ |λ2| ⇒ a2 ≥ b2.

(II) I3 6= 0; I3 ir I1 vienodų ženklų.
Po analogiškų aritmetinių manipuliacijų pažymime

− I3
λ1I2

= −a2 , − I3
λ2I2

= −b2

ir gauname lygtį

−x′2

a2
− y′2

b2
= 1 .

Šiuo atveju kreiv̇e neturi realių taškų ir vadinamamenama elipse.

(III) I3 = 0.
Šiuo atveju lygtis (2.19) supaprastėja iki

λ1x
′2 + λ2y

′2 = 0 .
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Pažyṁejęλ1 = a2, λ1 = b2, jei I1 > 0 ir λ1 = −a2, λ1 = −b2, jei I1 < 0 gauname lygtį

a2x′2 + b2y′2 = 0 .

Ši kreivė teturi vieną realų tašką – kreivės centrą – ir yra vadinamapora menamų susikertančių tiesių
arbaišsigimusia elipse.

I2 < 0

Šiuo atveju charakteringosios lygties šaknys yra skirtingų ženklų. Šaknimiλ1 pasirenkame tą, kurios
ženklas sutampa suI3 ženklu (ir bet kurią, jeiI3 = 0).

(I) I3 6= 0

Laivąjį narį I3/I2 perkeliame į dešinę pusę ir dalijame gautąją lygtį iš(−I3/I2). Gauname

x′2

− I3
λ1I2

+
y′2

− I3
λ2I2

= 1 .

Pažyṁeję

− I3
λ1I2

= a2 , − I3
λ2I2

= −b2 ,

turime hiperbol̇es kanoninę lygtį
x′2

a2
− y′2

b2
= 1 .

(II) I3 = 0

Šiuo atveju lygtis (2.19) supaprastėja iki

λ1x
′2 + λ2y

′2 = 0 .

Pažyṁejęλ1 = a2, λ1 = −b2, jei λ1 > 0, λ2 < 0 (atvirkš̌ciai priešingu atveju) gauname lygtį

a2x′2 − b2y′2 = 0 .

Kadangia2x′2 − b2y′2 = (ax′ − by′)(ax′ + by′), ši kreiv̇e sudaryta iš dviejų susikertančių tiesių,
todėl taip ir vadinama –pora susikertančių tiesių. Šios tieṡes kertasi kreiv̇es centre.
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7.3. Elipṡes ir hiperbolės kanoniṅes koordinǎcių sistemos radimas

Algoritmas kanoninei koordinǎcių sistemai rasti yra vienareikšmis (svarbu tik teisingai sunumeruoti
charakteringosios lygties šaknis).

(I) Spręsdami sistemą
{

a11x+ a12y + a13 = 0

a21x+ a22y + a23 = 0 ,

randame kreiv̇es centrą. Jis yra kanoninės koordinǎcių sistemos pradžia.

(II) Naudodamiesi formul̇emis (2.17) ir (2.18) randame posūkio kampo sinusą ir kosinusą.

(III) Parašome koordinǎcių transformacijos formules.

8. Necentrinių kreivių kanoninės lygtys

8.1. Bendroji dalis

Kadangi kreiv̇e necentriṅe, tai I2 = 0. Toḋel viena charakteringosios lygties šaknys yra lygi0,
nesI2 = λ1λ2. Abi charakteringosios lygties šaknys negali būti lygios 0, nes remiantis Išvada 1
gautume, kad kreiv̇es lygtis yra pirmojo laipsnio (prieštara). Pažymimeλ1 = 0. Toḋel λ2 6= 0 ir
I1 = λ1 + λ2 ⇒ λ2 = I1.

Pradžioje, remiantis Išvada 1, supaprastiname kvadratin˛e lygties dalį. Po šios operacijos kreivės
lygtis atžvilgiu naujos koordinǎcių sistemosO′x′y′ supaprasṫeja iki

I1y
′2 + 2a′13x

′ + 2a′23y
′ + a′33 = 0 . (2.20)

Toliau lygtį prastiname išskirdami pilną kvadratą:

I1y
′2 + 2a′23y

′ = I1
(
y′2 + 2

a′23
I1

y′ +
a′223
I2
1

)
− a′223

I1
.

Lygtį (2.20) parašome pavidale

I1
(
y′ +

a′23
I1

)2
+ 2a′13x

′ + a′33 −
a′223
I1

= 0 .
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Pakeitę kintamuosiusx′ = x′′, y′ + a′
23

I1
= y′′ (t.y. lygiagrěciai past̄umę koordinǎcių sistemą) kreiv̇es

lygtį supaprastiname iki
I1y

′′2 + 2a′′13x
′′ + a′′33 = 0 .

Kadangi

I3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 a′′13
0 I1 0

a′′13 0 a′′33

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −I1a
′′2
13 ,

gauname

|a′′13| =
√

−I3
I1

.

Išvada:

kreivės lygtis atžvilgiu tinkamai parinktos koordinačių sistemosO′x′y′ supaprasṫeja iki

I1y
′2 + 2a′13x

′ + a′33 = 0 , |a′13| =
√

−I3
I1

. (2.21)

8.2. Įvairūs atvejai

I3 6= 0

Šiuo atvejua′13 6= 0, toḋel lygtį (2.21) galime parašyti pavidale

I1y
′2 + 2a′13

(
x′ +

a′33
a′
13

)
= 0 .

Atlikus keitimą (lygiagretų post̄umį)x′+ a′
33

a′
13

= x′′, y′ = y′′ ir atsisakius bereikalingų štrichų, kreivės
lygtis supaprastėja iki

I1y
′2 + 2a′13x

′ = 0 ; |a′13| =
√

−I3
I1

. (2.22)

Jeia′13 ir I1 yra priešingų ženklų, viskas paruošta tolimesniems veiksmams. Jei ne, tai pakeitę ašių
kryptis, pakeǐciamea′13 ženklą.

Baigiamieji veiksmai:
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(i) perkeliame2a′13x
′ į kitą lygties pusę ir dalijame lygtį išI1;

(ii) kadangia′13 ir I1 yra priešingų ženklų, pasinaudoję sąlyga (2.22), kreivės lygtį parašome pavidale

y′2 = 2px′ , p =

√

− I3
I3
1

. (2.23)

Šiuo atveju gauname parabolės kanoninę lygtį.

I3 = 0

Šiuo atvejua′13 = 0. Lygtį (2.21), padaliję ją išI1, parašome pavidale

y′2 =
−a′33
I1

.

(I) a′33 ir I1 priešingų ženklų.

Pažyṁeję −a′
33

I1
= a2, gauname

y′2 = a2 .

Kadangiy′2 − a2 = (y′ − a)(y′ + a), kreivė yra sudaryta iš dviejų lygiagrečių tiesių, toḋel taip ir
vadinama –pora lygiagrečių tiesių.

(II) a′33 ir I1 vienodų ženklų.

Pažyṁeję −a′
33

I1
= −a2, gauname

y′2 = −a2 .

Šiuo atveju kreiv̇e neturi realių taškų ir vadinamapora menamų lygiagrečių tiesių.

(III) a′33 = 0.
Šiuo atveju turime lygtį

y′2 = 0 .

Kreivė yra sudaryta iš vienos tiesės, bet vadinama kiek kitaip –dviguba tieṡe.
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Pastaba 1 Tiek centriṅes, tiek necentriṅes kreiv̇es atveju jos kanonine koordinačių sistema vadiname
tą koordinačių sistemą, kurioje kreivės lygtis turi paprasčiausią – kanoninį – pavidalą. Betpraktiškai
svarbu mok̇eti rasti tik senų pažistamų – elipsės, hiperbol̇es, parabol̇es – kanonines koordinačių
sistemas.

8.3. Necentriṅes kreivės tipo nustatymas

JeiI2 = 0 ir I3 6= 0, tai kreiv̇e yra parabol̇e. JeiI2 = 0 ir I3 = 0, tai kreiv̇es tipas priklauso nuoa′33
ženklo. Parodysime, kaip šiuo atveju efektyviai randamasa′33.

Atžvilgiu kintamųjųx′, y′ sistema kreiv̇es centrui rasti yra
{

0 = 0

I1y
′ = 0 ,

Gauname, kad kreivė turi be galo daug centrų.

Algoritmas

(I) Spręsdami sistemą
{

a11x+ a12y + a13 = 0

a21x+ a22y + a23 = 0 ,

pasirenkame vieną iš daugelio kreivės centrų. Atliekame lygiagretų koordinačių sistemos post̄umį,
perkeldami koordinǎcių pradžią į pasirinktą kreiv̇es centrą(x0; y0). Naujas laisvasis narys yraF (x0, y0),
o lygties tiesiṅe dalis lygi0.

(II) Remiantis Išvada 1 supaprastiname lygties kvadratin˛e dalį. Kreiv̇es lygtis įgyja pavidalą

I1y
′2 + F (x0, y0) = 0 .

9. Vienas pavyzdys

Žinant visus antros eilės kreivių tipus, kyla pagunda spręsti su jomis susijusius uždavinius naudojant
tokią schemą:
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x

y

|
4

5

2.5: "Beveik" hiperbol̇e, "beveik" parabolė.

kreivės lygtis suvedama į kanoninį pavidalą;
uždavinys išsprendžiamas kanoninėje koordinǎcių sistemoje;
reikalingi duomenys pervedami į pradinę koordinačių sistemą.

Tokia sprendimo metodika neretai veikia puikiai. Bet dažnai ji yra neefektyvi, nes susiduriama
su rimtomis problemomis. Pažvelkime kiek atidžiau štai į tokį pavyzdį.

Kreivė apibṙežiama lygtimix2 − 2.0000000002xy + y2 + 4x − 6y + 2 = 0. Skaǐciuojant jos
invariantus gaunama

I1 = 2 , I2 = −0.0000000002 , I3 = −0.9999999992 .

Kompiuteris, jei programos tikslumas skaičiuojant slankiu kableliu yra10 skaǐcių už kablelio, su-
mišęs abejoja: kreiv̇e centriṅe ar ne? Mes, geometrijos teorijos asai, pašnibždėję jam, kad duotoji
kreivė yra centriṅe (akivaizdu,I2 6= 0), nedaug tepaḋesime. Mat kompiuteriui, suvedant CENT-
RINĖS kreiv̇es lygtį į kanoninį pavidalą, teks skaičiuoti I3

I2
. Jei operuojant tokios eilės skaǐciais ir

neiššoks pranešimas apie dalybą iš nulio, gauto rezultatotikslumas bus visiškai nepatikimas.
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Daugelį svarbių uždavinių (pavyzdžiui kreivės liestinių radimas) galima efektyviai spręsti pra-
dinėje koordinǎcių sistemoje. Sekančiuose skyriuose tai panagrinėsime.

10. Antros eilės kreivės ir tieṡes sankirta

Tieṡes lygtį užrašome parametriniame pavidale: jei žinomas tieṡes taškasA(x0; y0) ir jos krypties
vektoriusL(l;m), tai bet kurio tieṡes taškoM(x; y) koordinates galime parašyti pavidale

{

x = lt+ x0

y = mt+ y0 .
(2.24)

Įstatę šias išraiškas į bendrąją kreivės lygtį (2.6) ir sugrupavę gautojo reiškinio narius atžvilgiu t,
gauname lygtį

Pt2 + 2Qt+R = 0 , (2.25)

kur

P = a11l
2 + 2a12lm+ a22m

2 , Q = F1(x0, y0)l + F2(x0, y0)m , R = F (x0, y0) . (2.26)

Įstatę lygties (2.25) šaknist1, t2 į (2.24) gauname bendrųjų tiesės ir antros eil̇es kreiv̇es taškų koor-
dinates.

Bendru atveju, jeiP 6= 0, gauname, kadkvadratiṅe lygtis (2.25):

• turi dvi skirtingas šaknis – tiesė kerta kreivę dviejuose taškuose;

• turi vieną šaknį – tieṡe kerta kreivękartotiniametaške;

• neturi šaknų – tieṡe kreiv̇es nekerta.

Bet galimi ir kiti atvejai, kai lygtis (2.25) išsigimsta į tiesinę ar net nulinio laipsnio lygtį.
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10.1. Asimptotinės kryptys

Apibr ėžimas 12VektoriausL(l;m) kryptis vadinamaasimptotine, jei

a11l
2 + 2a12lm+ a22m

2 = 0 . (2.27)

Asimptotiṅes krypties atveju lygtis (2.25):

◦ turi vieną šaknį – tieṡe kerta kreivęvienametaške;

◦ neturi šaknų – tieṡe kreiv̇es nekerta;

◦ turi be galo daug šaknų (virsta tapatybe0 = 0) – tieṡe priklauso kreivei.

Nagriṅedami realių antros eilės kreivių kanonines lygtis nesunkiai atrenkame atvejus,kada kreiv̇e
turi asimptotines kryptis. Atsargiai, nepadarykite klaidos spręsdami uždavinius – žemiau išvardintose
asimptotiṅes krypties sąlygose naudojamakanoniṅe koordinǎcių sistema, o ne pradinė.

• hiperbol̇e– dvi asimptotiṅes kryptys:l2/a2−m2/b2 = 0; jos sutampa su hiperbolės asimptǒcių
kryptimis;

• parabol̇e – viena asimptotiṅe kryptis:m2 = 0; ji sutampa su parabolės simetrijos ašies kryp-
timi;

• pora susikertančių tiesių– dvi asimptotiṅes kryptys: a2l2 − b2m2 = 0; jos sutampa su
susikertaňcių tiesių kryptimis;

• pora lygiagrečių tiesių– viena asimptotiṅe kryptis:m2 = 0; ji sutampa su lygiagrěcių tiesių
kryptimi;

• dviguba tieṡe – viena asimptotiṅe kryptis:m2 = 0; ji sutampa su dvigubos tiesės kryptimi.

Naudojantis šiais kukliais pastebėjimais gauname gana efektyvius būdus: hiperbol̇es asimp-
totėms rasti; tieṡems, sudaraňcioms antros eil̇es kreivę, rasti.
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Hiperbol ės asimptǒcių radimas

1) Kadangi hiperbol̇es asimptoṫes eina per kreiv̇es centrą, spręsdami sistemą
{

a11x+ a12y + a13 = 0

a21x+ a22y + a23 = 0

randame kreiv̇es centrą(x0; y0).
2) Kadangi hiperbol̇es asimptoṫes yra asimptotiṅes krypties, spręsdami lygtį

a11l
2 + 2a12lm+ a22m

2 = 0

randame dvi asimptotines kryptis(l1;m1) ir (l2;m2).
3) Asimptǒcių lygtis parašome naudodami tiesės kanoninę lygtį:

x− x0
l1

=
y − y0
m1

,
x− x0

l2
=

y − y0
m2

.

PavyzdysRasti hiperbol̇esx2 − 6xy − 7y2 + 10x+ 34y + 2 = 0 asimptotes.
Sprendimas1) Spręsdami lyǧcių sistemą

{

x− 3y + 5 = 0

−3x− 7y + 17 = 0

randame kreiv̇es centrą(1; 2).
2) Spręsdami lygtį

l2 − 6lm− 7m2 = 0 ⇒
(

l

m

)2

− 6

(
l

m

)

− 7 = 0

gauname( l
m
)1 = 7, ( l

m
)2 = −1. Pasirenkamel1 = 7, m1 = 1, l2 = −1, m2 = 1.

3) Asimptǒcių lygtys yra

x− 1

7
=

y − 2

1
,

x− 1

−1
=

y − 2

1
.
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Susikertančių tiesių radimas

Sprendimo eiga identiška hiperbolės asimptǒcių radimui, nes tieṡes kertasi kreiv̇es centre ir yra
asimptotinių kryp̌cių.

PavyzdysRasti kreivęx2 + 4xy + 3y2 − 6x− 12y + 9 = 0 sudaraňcias tieses.
SprendimasKadangiI2 < 0, I3 = 0, kreivė sudaryta iš dviejų susikertančių tiesių.
1) Spręsdami lyǧcių sistemą

{

x+ 2y − 3 = 0

2x+ 3y − 6 = 0

randame kreiv̇es centrą(3; 0).
2) Spręsdami lygtį

l2 + 4lm+ 3m2 = 0 ⇒
(

l

m

)2

+ 4

(
l

m

)

+ 3 = 0

gauname( l
m
)1 = −3, ( l

m
)2 = −1. Pasirenkamel1 = −3, m1 = 1, l2 = −1, m2 = 1.

3) Tiesių lygtys yra
x− 3

−3
=

y

1
,

x− 3

−1
=

y

1
.

Lygiagrečių tiesių radimas

1) Kadangi tieṡes yra asimptotiṅes krypties, spręsdami lygtį

a11l
2 + 2a12lm+ a22m

2 = 0

randame asimptotinę kryptį(l;m).
2) Pasirinkę neasimptotinės krypties tiesę, randame jos ir kreivės sankirtos taškus(x1; y1), (x2; y2).
Kadangi kreiv̇e sudaryta iš dviejų lygiagrečių tiesių, rastieji sankirtos taškai priklauso skirtingoms
tieṡems.
3) Tiesių lygtis parašome naudodami tiesės kanoninę lygtį:

x− x1
l

=
y − y1
m

,
x− x2

l
=

y − y2
m

.
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PavyzdysRasti kreivęx2 + 4xy + 4y2 − 6x− 12y + 5 = 0 sudaraňcias tieses.
SprendimasKadangiI2 = 0, I3 = 0, kreivė sudaryta iš dviejų lygiagrečių tiesių (galb̄ut menamų

ar sutampaňcių).
1) Spręsdami lygtį

l2 + 4lm+ 4m2 = 0 ⇒
(

l

m

)2

+ 4

(
l

m

)

+ 4 = 0

gaunamel
m

= −2. Pasirenkamel = −2, m = 1.
2) Randame kreiv̇es ir tieṡesy = 0 sankirtos taškus(5; 0), (1; 0).
3) Tiesių lygtys yra

x− 5

−2
=

y

1
,

x− 1

−2
=

y

1
.

Dvigubos tieṡes radimas

Tai specialus ką tik išnagrinėtos lygiagrěcių tiesių konfiḡuracijos atvejis. Ieškant neasimptotinės
krypties tieṡes ir kreiv̇es sankirtos gauname tik vieną tašką. Kiti sprendimo momentai tokie patys.

PavyzdysRasti kreivęx2 − 6xy + 9y2 + 4x− 12y + 4 = 0 sudaraňcias tieses.
Sprendimas1) Spręsdami lygtį

l2 − 6lm+ 9m2 = 0 ⇒
(

l

m

)2

− 6

(
l

m

)

+ 9 = 0

gaunamel
m

= 3. Pasirenkamel = 3, m = 1.
2) Randame kreiv̇es ir tieṡesy = 0 sankirtos tašką(−2; 0).
3) Tieṡes lygtis yra

x+ 2

3
=

y

1
.

11. Antros eilės kreivių liestinės

Jei antros eil̇es kreiv̇e ṅera sudaryta iš tiesių – elipsė, hiperbol̇e, parabol̇e, liestinę jos taškeA esame
apibṙežę kaip kirstiniųAM , kai M → A, ribinę paḋetį. Šiuo atvejuA yra kartotinis antros eil̇es
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kreivės ir liestiṅes sankirtos taškas. Jei antros eilės kreiv̇e yra sudaryta iš tiesių, visiškai natūraliai
šios tieṡes traktuojamos kaip kreivės liestiṅes. Šie prisiminimai motyvuoja tokį apibrėžimą.

Apibr ėžimas 13Neasimptotiṅes krypties tieṡe vadinama antros eilės kreiv̇es liestine taškeA, jei A
yra kartotinis tieṡes ir kreiv̇es sankirtos taškas. Asimptotinės krypties tieṡe vadinama antros eilės
kreivės liestine, jei ji priklauso kreivei.

Teiginys 7 Antros eil̇es kreiv̇es liestiṅes taškeA(x0; y0) lygtis yra

F1(x0, y0)x+ F2(x0, y0)y + F3(x0, y0) = 0 . (2.28)

ĮrodymasTarkime liestiṅes krypties vektorius yra(l;m). Lygtis (2.25) įgyja pavidalą

Pt2 + 2Qt = 0 ,

nesA priklauso kreivei, t.y. R = F (x0, y0) = 0. Ši lygtis tikrai turi šaknįt = 0. Jei (l;m)

yra neasimptotiṅes krypties, tai ši šaknis yra kartotinė. Toḋel Q = 0. Jei (l;m) yra asimptotiṅes
krypties, taiP = 0. Šiuo atveju tieṡe priklauso kreivei jeiQ = 0. Vadinasi, bet kuriuo atveju b̄utina
ir pakankama lietimosi sąlyga yra

Q = F1(x0, y0)l + F2(x0, y0)m = 0 .

Kadangi(l;m) yra liestiṅes krypties vektorius, iš šios sąlygos seka, kad vektorius
(F1(x0, y0);F2(x0, y0)) statmenas liestinei. Todėl jos lygtį galime parašyti pavidale

F1(x0, y0)(x− x0) + F2(x0, y0)(y − y0) = 0 .

Šią lygtį šiek tiek pertvarkome

F1(x0, y0)x+ F2(x0, y0)y − (F1(x0, y0)x0 + F2(x0, y0)y0) = 0 .

KadangiF (x0, y0) = 0, pasinaudoję lygybe (2.8), įrodymą baigiame.

Po tokio šaunaus įrodymo visgi lieka vienas klaustukas. Jei

F1(x0, y0) = F2(x0, y0) = 0 ,
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tai lygtis (2.28) neapibṙežia tieṡes. V̇el pasinaudoję lygybe (2.8) gauname, kad taip atsitinka, jei







F1(x0, y0) = 0

F2(x0, y0) = 0

F3(x0, y0) = 0 .

(2.29)

TaškasA(x0; y0), kurio koordinaṫes tenkina sąlygas (2.29), vadinamasypatinguojukreivės tašku.
Parašę šias sąlygas kanoninėje koordinǎcių sistemoje gauname, kad reali antros eilės kreiv̇e turi
ypatingą tašką, jei ji yra:

• pora susikertančių tiesių– ypatingas taškas sutampa su kreivės centru;

• dviguba tieṡe – visi kreivės taškai ypatingi (oi, oi).

11.1. Medžiaga pamąstymui

Atidesnis studentas gal jau pajuto, kad laiku "nusiplauname" nuo tolimesnio ypatingų taškų nag-
rinėjimo – kuo toliau į mišką, tuo daugiau medžių. Klausimasatkakliesiems – kas j̄usų nuomone yra
liestinės ypatingame taške (priklausomai nuo kreivės tipo) ir kaip jas rasti?

Ką tik pateikta medžiaga nėra sausas bendras požiūris į antros eil̇es kreivių geometrines savybes.
Ji iš tikro padeda glaustai suformuluoti, kas buvo nagrinėta atskirai elipsei, hiperbolei, parabolei. O
tai įgalina efektyviau spręsti ne vieną uždavinį. Bet lazda turi du galus – apibendrinę kai kuriuos pa-
prastus dalykus, turime b̄uti matematiškai tiksl̄us iki galo. Nepamirškite šito algoritmiškai spręsdami
įvairius uždavinius (rašydami programas) ir kitose srityse – tarp gyvų b̄utybių kompiuteris yra pats
didžiausias formalistas.

11.2. Uždavinio sprendimo pavyzdys

Uždaviniai su antros eilės kreiv̇es liestiṅemis bendroje koordinačių sistemoje sprendžiami faktiškai
taip pat, kaip ir analogiški uždaviniai buvo sprendžiami kanoniṅeje kreiv̇es koordinǎcių sistemoje.
Tik lygtis (2.28) sąsiuvinio lape užima kiek daugiau vietos lyginant su paprastomis liestinių lygtimis
kanoniṅeje koordinǎcių sistemoje.
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SąlygaRasti kreiv̇esx2 − xy− y2 − 2x+2y+1 = 0 liestines, lygiagrěcias tiesei2x+2y − 1 = 0.
Sprendimas

(i) Pažyṁekime lietimosi tašką(x0; y0). Liestiṅes lygtis yra

(x0 −
1

2
y0 − 1)x+ (−1

2
x0 − y0 + 1)y + (−x0 + y0 + 1) = 0 .

(ii) Parašome lygiagretumo sąlygą

x0 − 1

2
y0 − 1

2
=

−1

2
x0 − y0 + 1

2
.

(iii) Sprendžiame sistemą, sudarytą iš lygiagretumo sąlygos bei sąlygos

x20 − x0y0 − y20 − 2x0 + 2y0 + 1 = 0 ,

reiškiaňcios, kad lietimosi taškas priklauso kreivei. Gauname{x0 = 1 , y0 = 1} ir
{x0 = 7/5 , y0 = −1/5}.
(iv) Įstatę gautąsiasx0, y0 reikšmes į liestiṅes lygtį, gauname dvi liestines:
x+ y − 2 = 0, 5x+ 5y − 6 = 0.

12. Antros eilės kreivės skersmenys

Fiksuojame neasimptotinės krypties vektorių(l;m) ir sudarome šios krypties kreivės stygas.

Teiginys 8 Antros eil̇es kreiv̇es stygų, lygiagrečių vektoriui(l;m), vidurio taškai priklauso tiesei

(a11l + a12m)x+ (a21l + a22m)y + a31l + a32m = 0 . (2.30)

ĮrodymasTegulA(x0; y0) yra krypties(l;m) stygosM1M2 vidurio taškas (žr. Pav. 2.6). Jeit1, t2
yra lygties (2.25) šaknys, tai

M1 = (lt1 + x0;mt1 + y0) , M2 = (lt2 + x0;mt2 + y0) .
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M1

M2

A

(l;m)

2.6: Kreiv̇es skersmuo.

KadangiA(x0; y0) stygosM1M2 vidurio taškas,tai

x0 = l
t1 + t2

2
+ x0 , y0 = m

t1 + t2
2

+ y0 .

Iš šių lygybių gauname, kadt1 + t2 = 0. Toḋel pagal Vijeto teoremąQ = 0, t.y.

(a11l + a12m)x0 + (a21l + a22m)y0 + a31l + a32m = 0 .

Ši lygybė galioja bet kurios stygos, turinčios kryptį(l;m), vidurio taškui. Tuo įrodymą ir baigiame.

Tieṡe, nusakoma lygtimi (2.30), vadinamaskersmeniu, jungtiniukrypčiai (l;m). Kadangi lygtis
(2.30) yra pergrupuota sąlyga

Q = F1(x, y)l + F2(x, y)m = 0 ,

kiekvienas skersmuo eina per kreivės centrą (jei jis egzistuoja).

13. Antros eilės kreivės simetrijos ašys

Simetrijos ašis dalija jaistatmenasstygas pusiau, t.y. ji yra skersmuo, jungtinis sau statmenai kry-
pčiai.
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Centrinių kreivių atveju šios kryptys yra

(cosαi; sinαi) , tanαi =
λi − a11

a12
, i = 1, 2 ,

o λ1, λ2 – charakteringosios lygties šaknys.
Parabol̇es atveju (mums įdomiausiu) jos simetrijos ašis sutampa sukanoniṅes koordinǎcių siste-

mosO′x′y′ x′-ašimi. Jau žinome, kad jos kryptis yra

(cosα; sinα) , kur tanα = −a11
a12

.

Kadangi vektorius(− sinα; cosα) yra statmenasx′-ašiai, gauname paprastą būdą parabol̇es simet-
rijos ašiai rasti.

Išvada 2 Parabol̇es simetrijos ašis apibrėžiama lygtimi (2.30), kur

l = − sinα , m = cosα , tanα = −a11
a12

.

Šios išvados visiškai pakanka efektyviam parabolės simetrijos ašiai radimui – pratybiniuose
uždaviniuose tarpiniai nevisai žavingi skaičiai, susiję su sinuso ir kosinuso radimu, supaprastinami
rašant galutinę simetrijos ašies lygtį. Naudodamiesi formulėmis (2.18) ir atlikdami šiuos supapras-
tinimus bendroje formoje, gauname, kad ieškodami parabolės simetrijos ašies pagal formulę (2.30)
galime pasirinkti

l = a11 , m = a12 . (2.31)

Sekaňciame skyrelyje pamatysime, kodėl susir̄upinome parabolės simetrijos ašimi – ją žinant
galima gana efektyviai rasti parabolės kanoninę koordinačių sistemą. Bet prieš tai svarbus klausimas
atidiems (priekabiems) studentams.

Šiokia tokia probleṁelė Jei a11 = a12 = 0, praktiškai visi pateikti samprotavimai apie parabolės
lygties prastinimą subyra į šipulius, nestanα = 0

0
(!!!) Ką tai reiškia ir kaip lengvai sausiems

išbristi iš šios balos?
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13.1. Parabol̇es kanoniṅes koordinǎcių sistemos radimas

Praktiškai ieškoti parabolės kanoniṅes koordinǎcių sistemą, remiantis išdėstyta teorine medžiaga,
nėra efektyvu (toḋel nuobodu). Dabar pateiksime gal ir ne patį tobuliausią,bet visgi gana efektyvų
kanoniṅes koordinǎcių sistemos radimo b̄udą.

Algoritmas
(1) Randame lygties invariantus.
(2) Randame pos̄ukio kampo sinusą ir kosinusą.
(3) Randame parabolės simetrijos ašį.
(4) Randame parabolės virš̄unę(x0; y0) – simetrijos ašies ir parabolės sankirtą.
(5) Parašomepreliminariaskoordinǎcių sistemos transformacijos formules

{

x = x′ cosα− y′ sinα+ x0

y = x′ sinα+ y′ cosα+ y0.
(2.32)

(6) Iš jau žinomos teoriṅes dalies gauname, kad naujoje koordinačių sistemoje parabolės lygtis įgyja
pavidalą

I1y
′2 + 2a′13x

′ = 0 .

Koeficientąa′13 randame, įstatę išraiškas (2.32) į pradinę kreivės lygtį.
(7) JeiI1 ir a′13 priešingų ženklų, tai po kelių aritmetinių veiksmų gauname kanoninę lygtįy′2 =

2px′, p > 0. Šiuo atveju preliminarios formulės (2.32) yra galutiṅes.
(8) JeiI1 ir a′13 vienodų ženklų, pasukus koordinačių sistemą1800 kampu koeficientasa′13 pakeǐcia
ženklą, t.y. gauname prieš tai minėtą atvejį. Šioje situacijoje preliminarios formulės (2.32) keǐciamos
į {

x = − x′ cosα+ y′ sinα+ x0

y = − x′ sinα− y′ cosα+ y0.

(9) Pavargę ilsiṁes.

PavyzdysRasti parabol̇es x2 − 2xy + y2 + 6x − 14y + 29 = 0 kanoninę lygtį ir kanoninę
koordinǎcių sistemą.

Sprendimas
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(1) Randame invariantusI1 = 2, I2 = 0, I3 = −16. Pasinaudoję formule (2.23) gauname parabolės
kanoninę lygtįy′2 = 2

√
2x′.

(2) tanα = 1, toḋel sinα =
√
2/2, sinα =

√
2/2.

(3) Simetrijos ašisx− y + 5 = 0.
(4) Parabol̇es virš̄unė (−2; 3).
(5) Preliminarios koordinǎcių sistemos transformacijos formulės:







x =

√
2

2
x′ −

√
2

2
y′ − 2

y =

√
2

2
x′ +

√
2

2
y′ + 3.

(6) a′13 = −2
√
2.

(7) ........
(8) ........
(9) Darbas žmogų puošia.(Iš š̄ukių geguž̇es 1-osios šventei)

14. Pratimai bei uždaviniai

Skyrių baigiame charakteringų šios dalies uždavinių rinkiniu.

1. Rasti kreiv̇es3x2 +10xy +3y2 − 2x− 14y − 13 = 0 kanoninę lygtį ir kanoninę koordinačių
sistemą.

2. Rasti kreiv̇es 25x2 − 14xy + 25y2 + 64x − 64y − 224 = 0 kanoninę lygtį ir kanoninę
koordinǎcių sistemą.

3. Rasti kreiv̇es9x2−24xy+16y2−20x+110y−50 = 0 kanoninę lygtį ir kanoninę koordinačių
sistemą.

4. Invariantų pagalba parodyti, kad kreivėx2 +4xy+3y2 − 6x− 12y+9 = 0 sudaryta iš tiesių
ir rasti tų tiesių lygtis.

5. Invariantų pagalba parodyti, kad kreivė4x2 +4xy+ y2 − 12x− 6y+5 = 0 sudaryta iš tiesių
ir rasti tų tiesių lygtis.
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6. Invariantų pagalba parodyti, kad kreivėx2 − 6xy+9y2 +4x− 12y+4 = 0 sudaryta iš tiesių
ir rasti tų tiesių lygtis.

7. Invariantų pagalba parodyti, kad kreivėx2 − 6xy − 7y2 + 10x− 30y + 23 = 0 yra hiperbol̇e
ir rasti jos asimptǒcių lygtis.

8. Rasti kreiv̇esx2 + xy − y2 − 2x+ 2y − 1 = 0 liestines, statmenas tieseix− y + 3 = 0.

9. Žinomos antros eilės kreiv̇es simetrijos ašysx− y + 3 = 0, x+ y − 1 = 0 bei du jos taškai
(1; 1), (0; 1). Rasti kreiv̇es lygtį.

10. Žinoma parabolės simetrijos ašisx−y+1 = 0 bei du jos taškai(1; 1), (0; 1). Rasti parabolės
lygtį.
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Skyrius 3

Antros eilės paviršiai

Skyriuje pateikiama Kęstǔcio Kařciausko iš Vilniaus universtiteto Matematikos ir Informatikos fa-
kulteto paskaitų konspekto medžiaga.

1. Bendroji antros eilės paviršiaus lygtis

Tarkime yra fiksuota stǎciakamṗe koordinǎcių sistemaOxyz. Bendroji antros eil̇es paviršiaus lygtis
F (x, y, z) = 0 šios sistemos atžvilgiu yra

F (x, y, z) =a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz

+ 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44 = 0 .
(3.1)

Remiantis bendrąja paviršiaus lygtimi sudaroma jos matricaA

A =








a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44








,
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apibṙežianta21 = a12, a31 = a13, a32 = a23, a41 = a14, a42 = a24, a43 = a34. MatricaA yra
simetriṅe, t.y.AT = A. Pažyṁeję

X =








x

y

z

1








,

gauname matricinę antros paviršiaus lygties formą

F (x, y, z) = XTAX = 0 .

Ši lygybė, kaip ir kreivių atveju, įrodoma elementariais skaičiavimais dauginant matricas. Taip
pat analogiškai įrodoma, kad

F (x, y, z) = xF1(x, y, z) + yF2(x, y, z) + zF3(x, y, z) + F4(x, y, z) , (3.2)

kur
F1(x, y, z) = a11x+ a12y + a13z + a14

F2(x, y, z) = a21x+ a22y + a23z + a24

F3(x, y, z) = a31x+ a32y + a33z + a34

F4(x, y, z) = a41x+ a42y + a43z + a44 .

(3.3)

Išraiškaa11x2 + a22y
2 + a33z

2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz paprastai vadinama kvadratine
paviršiaus lygties dalimi,2a14x+ 2a24y + 2a34z – tiesine dalimi, oa44 – laisvuoju nariu.

2. Kanoninės antros eil̇es paviršių lygtys

Antros eil̇es paviršių lyǧcių prastinimas panašus į lygčių prastinimo proced̄urą kreivių atveju – api-
brėžiami invariantai, charakteringoji lygtis, paviršiaus centras ir t.t... Džiugi žinia studentams – šitą
dalį mes praleidžiame. Bet ši žinia gali transformuotis įnežinią – studentas taip nieko ir nesuži-
nos apie paviršius. Neleisdami įvykti tokiai šiurpiai katastrofai, supažindinsime jus su kanoninėmis
antros eil̇es paviršių lygtimis. V̇eliau, naudodamiesi šiomis lygtimis, panagrinėsime paprašciausias
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3.1: Elipsoidas.

paviršių geometrines savybes. Tokiu būdu bent kiek susipažinsite su paviršių teorija. Dabar galir ne-
pajusite, kad, lyginant su kreivėmis, paviršių matematinis nagrinėjimas yra žymiai suḋetingesnis. Bet
nepamirškite – dauguma naudingų objektų (automobiliai,batai, ...) yra sudaryti iš įmantrių paviršių.

Dabar pateikiame pilną kanoninių lygčių sąrašą, įtraukdami į jį ir paviršius, sudarytus iš plokštumų,
bei menamus paviršius. Bet piešiame ne visus paviršius – menamų ṅera ką ir piešti, o paviršiai, su-
daryti iš plokštumų, puikiai suvokiami ir be piešinio pagalbos.

1. Elipsoidas
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 . (3.4)

2. Menamas elipsoidas
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1 . (3.5)
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3.2: Vienašakis hiperboloidas.

3. Vienašakis hiperboloidas
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 . (3.6)

4. Dvišakis hiperboloidas

−x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1 . (3.7)

92



3.3: Dvišakis hiperboloidas.

5. Kūgis
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0 . (3.8)

6. Menamas k̄ugis
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 . (3.9)
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3.4: Kūgis.
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3.5: Elipsinis paraboloidas.

7. Elipsinis paraboloidas
x2

a2
+

y2

b2
= 2z . (3.10)

8. Hiperbolinis paraboloidas
x2

a2
− y2

b2
= 2z . (3.11)
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3.6: Hiperbolinis paraboloidas.

9. Elipsinis cilindras
x2

a2
+

y2

b2
= 1 . (3.12)

10. Hiperbolinis cilindras
x2

a2
− y2

b2
= 1 . (3.13)

11. Menamas elipsinis cilindras
x2

a2
+

y2

b2
= −1 . (3.14)

12. Parabolinis cilindras
y2 = 2px . (3.15)

13. Pora susikertančių plokštumų
a2x2 − b2y2 = 0 . (3.16)

14. Pora menamų susikertančių plokštumų

a2x2 + b2y2 = 0 . (3.17)
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3.7: Elipsinis cilindras.

3.8: Hiperbolinis cilindras.
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3.9: Parabolinis cilindras.

15. Pora lygiagrěcių plokštumų
y2 = a2 . (3.18)

16. Pora menamų lygiagrečių plokštumų

y2 = −a2 . (3.19)

17. Dviguba plokštuma
y2 = 0 . (3.20)

3. Antros eilės paviršių formos tyrimas

Ištirsime antros eil̇es paviršius, matematiškai pagrįsdami paveikslėliuose pavaizduotas formas. Šiam
tikslui panaudosime seną (labai labai seną, iš tų neatmenamų laikų, kai žmoṅes dar nežinojo kas yra
kompiuteris ir internetas) metodą: paviršius "pjaustomas" lygiagrěciomis plokštumos; plokštumos ir
paviršiaus sankirta yra kreivė; stebint kaip keǐciasi sankirtos kreiv̇e suvokiama (pajaǔciama) ir paties
paviršiaus forma. Pradžioje įrodysime keletą pagalbinių teiginių.
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3.10: Panašios elipsės:k = 1 – išoriṅe elipṡe; k = 1/2 – tarpiṅe elipṡe; k = 1/4 – vidinė elipṡe.

Teiginys 9 Lygtis
x2

a2
+

y2

b2
= k2 , k > 0 ,

apibrėžia elipsę, kurios: centras yra(0; 0); pusaṧes lygioska ir kb; viršūnės priklauso koordina-
tinėms ašims (Pav.3.10).

ĮrodymasLygtį dalijame išk2 ir gauname

x2

(ka)2
+

y2

(kb)2
= 1 .

Ši kreivės lygties forma ir užbaigia įrodymą (prisiminkime, ką turėjome žinoti apie elipsę).

Teiginys 10 Lygtis
x2

a2
− y2

b2
= k2 , k > 0 ,

apibrėžia hiperbolę, kurios: centras yra(0; 0); realioji pusaṧe lygi ka; asimptoṫes yray = ± b
a
x;

viršūnės priklausox-ašiai (Pav.3.11).
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3.11: Panašios hiperbolės:k = 1 – išoriṅe hiperbol̇e; k = 1/2 – tarpiṅe hiperbol̇e; k = 1/4 – vidinė
hiperbol̇e.

Ką tik pateikto įrodymo dvynysLygtį dalijame išk2 ir gauname

x2

(ka)2
− y2

(kb)2
= 1 .

Teiginys 11 Lygtis
y2 = 2px+ a

apibrėžia parabolę, kuri gaunama iš parabolės y2 = 2px lygiagrečiai ją past̄umus vektoriaus
(− a

2p
; 0) kryptimi ir dydžiu (Pav.3.12).

ĮrodymasLygtį parašome pavidale

y2 = 2p(x+
a

2p
) .

Šiais teiginiais naudosiṁes tirdami lygiagrěcius paviršių pīuvius. Papildoma svarbi informacija
apie paviršiaus formą gaunama stebint, kokiomis kreivėmis juda charakteringi lygiagrečių piūvių
taškai – kreivių virš̄unės.
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3.12: Panašios parabolės: a = 0 – tarpiṅe parabol̇e; a = 1 – kairioji parabol̇e; a = −1 – dešinioji
parabol̇e.

3.1. Cilindrai

Praḋekime nuo lengviausiai suvokiamų paviršių – cilindrų. Nors šis terminas žinomas iš mokyklos
laikų, pasitikslinkime jį.

Apibr ėžimas 14Bet kokiai kreiveiK ir krypčiai L = (l;m;n) cilindru vadiname paviršių, kurį
sudaro kryptiesL tieṡes, kertančios kreivęK.

Įsidėmėkite – kreiv̇eK yra bet kokia (jokių specialių sąlygų, žr. Pav. 3.13).
Jei gerai žinomą vamzdį (K yra apskritimas,L – jo plokštumai statmena kryptis) prikimšite

sprogmenų ir išdykaudami bumptelsite, vamzdžio aišku neliks, bet ką tik griežtai matematiškai api-
brėžtu cilindru atsikratyti nepavyks. Veikiausiai teks sušluoti aibę dalelių, panašių į pavaizduotą
Pav. 3.13.

Jei konkrěcioje paviršiaus lygtyjeF (x, y, z) = 0 nėra kintamojoz, tai tokia lygtis apibṙežia
cilindrą, sudarytą iš tiesių, lygiagrečių z-ašiai, ir kertaňcių xy-plokštumos kreivę, apibrėžtą lygtimi
F (x, y) = 0. Ši kukli pastaba paaiškina elipsinio, hiperbolinio ir parabolinio cilindrų formą bei
pavadinimą.
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↑|L

K

3.13: Bendrasis cilindras.

3.14: Kūgio piūviai.

3.2. Kūgis

Kadangi k̄ugio lygtyje (3.8) kintamiejix, y, z yra tik kvadrate,x−, y− ir z−plokštumos yra jo
simetrijos plokštumos. Todėl užtenka panagriṅeti tik vieną iš simetrinių k̄ugio dalių, pavyzdžiui
z ≥ 0.

Plokštumosz = z0 ir kūgio sankirta yra elipṡe

x2

a2
+

y2

b2
= k2, kur k2 =

z20
c2

.

Naudodamiesi Teiginiu 9 gauname, kad kūgis sudarytas iš mažėjaňcių panašių elipsių (žr. Pav. 3.14).
Plokštumojez = 0 elipṡe susitraukia į tašką . Šių elipsių viršūnės yra plokštumosex = 0 ir y = 0,
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3.15: Kūgio griaǔciai.

kurios su k̄ugiu kertasi tieṡemis






x = 0
y

b
− z

c
= 0

,







x = 0
y

b
+

z

c
= 0

,







y = 0
x

a
− z

c
= 0

,







y = 0
x

a
− z

c
= 0

.

Plokštumomisz = z0 iškertamų elipsių virš̄unės šliaužia šiomis tiesėmis. Pȧemę dalį (nei per
tankiai, nei per retai) šių lygiagrečių elipsių ir tieses, kuriomis juda jų virš̄unės, gauname ganėtinai
charakteringą modelį – paviršiaus griaučius. Jie pakankamai gerai apibūdina patį paviršių, nors, kaip
ir kur nors vidurnaktį beslampiṅejantis skeletas, didelio žavesio nekelia.

Dar viena svarbi pastaba. Per taškąA(x0; y0, z0) ir kūgio viršūnę(0; 0; 0) einaňcios tieṡes bet
kuris taškas turi pavidalą(tx0; ty0, tz0). Toḋel, jeiA priklauso k̄ugiui,

(tx0)
2 + (ty0)

2 + (tz0)
2 = t2(x20 + y20 + z20) = 0 ,

t.y. visa tieṡe priklauso k̄ugiui. Vadinasi, k̄ugį galime sudaryti iš tiesių, išvesdami jas per kūgio
viršūnę ir elipṡes







z = c

x2

a2
− y2

b2
= 1

taškus.
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3.16: Elipsoido pīuviai.

3.3. Elipsoidas

Iš elipsoido lygties (3.4) gauname, kad jis yra "dėžuṫeje", apibṙežtoje nelygyḃemis

|x| ≤ a , |y| ≤ b , |z| ≤ c .

Analogiškai išnagriṅetam k̄ugio atvejui,x−, y− ir z−plokštumos yra elipsoido simetrijos plokštu-
mos. Plokštumosz = z0 ir elipsoido sankirta (žr. Pav. 3.16) yra elipsė

x2

a2
+

y2

b2
= k2, kur k2 = 1− z20

c2
.

Šių lygiagrěcių elipsių virš̄unės juda elipṡemis






x = 0

y2

b2
+

z2

c2
= 1

,







y = 0

x2

a2
+

z2

c2
= 1

.

Kai |z0| = c, elipṡe susitraukia į tašką. Elipsoido griaučiai pavaizduoti Pav. 3.17.

3.4. Vienašakis hiperboloidas

Iš vienašakio hiperboloido lygties (3.6) gauname, kadx−, y− ir z−plokštumos yra jo simetrijos
plokštumos. Plokštumosz = z0 ir vienašakio hiperboloido sankirta (žr. Pav. 3.18) yra elipṡe

x2

a2
+

y2

b2
= k2, kur k2 = 1 +

z20
c2

.
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3.17: Elipsoido griaǔciai.

3.18: Vienašakio hiperboloido piūviai.
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3.19: Vienašakio hiperboloido griaučiai.

Šių lygiagrěcių elipsių virš̄unės juda hiperbolėmis






x = 0

y2

b2
− z2

c2
= 1

,







y = 0

x2

a2
− z2

c2
= 1

.

Mažiausią elipsę gauname, kaiz0 = 0. Ji vadinama vienašakio hiperboloidožiotimis. Vienašakio
hiperboloido griaǔciai pavaizduoti Pav. 3.19.

3.5. Dvišakis hiperboloidas

Iš dvišakio hiperboloido lygties (3.7) gauname, kadx−, y− ir z−plokštumos yra jo simetrijos plo-
kštumos. Plokštumosz = z0 ir dvišakio hiperboloido sankirta (žr. Pav. 3.20) yra elipsė

x2

a2
+

y2

b2
= k2, kur k2 =

z20
c2

− 1 .

Šių lygiagrěcių elipsių virš̄unės juda hiperbolėmis






x = 0

− y2

b2
+

z2

c2
= 1

,







y = 0

− x2

a2
+

z2

c2
= 1

.

Kai |z0| = c, elipṡe susitraukia į tašką. Dvišakio hiperboloido griaučiai pavaizduoti Pav. 3.21.
(Pav. 3.20 ir Pav. 3.21 pavaizduota tik viena šio paviršiausdalis.)
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3.20: Dvišakio hiperboloido pīuviai.

3.21: Dvišakio hiperboloido griaučiai.

3.22: Elipsinio paraboloido pīuviai.
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3.23: Elipsinio paraboloido griaučiai.

3.6. Elipsinis paraboloidas

Iš elipsinio paraboloido lygties (3.10) gauname, kadx− ir y−plokštumos yra jo simetrijos plokštu-
mos. Plokštumosz = z0, z0 ≥ 0, ir elipsinio paraboloido sankirta (žr. Pav. 3.22) yra elipsė

x2

a2
+

y2

b2
= k2, kur k2 = 2z0 .

Šių lygiagrěcių elipsių virš̄unės juda parabolėmis
{

x = 0

y2 = 2b2z
,

{

y = 0

x2 = 2a2z
.

Kai z0 = 0, elipṡe susitraukia į tašką. Elipsinio paraboloido griaučiai pavaizduoti Pav. 3.23.
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3.24: Hiperbolinio paraboloido "hiperboliniai" piūviai.

3.25: Hiperbolinio paraboloido "paraboliniai" piūviai.
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3.26: Hiperbolinio paraboloido griaučiai.

3.7. Hiperbolinis paraboloidas

Iš hiperbolinio paraboloido lygties (3.11) gauname, kadx− ir y−plokštumos yra jo simetrijos plo-
kštumos. Plokštumosz = z0 ir hiperbolinio paraboloido sankirta (žr. Pav. 3.24) yra hiperbol̇e

x2

a2
− y2

b2
= k2, k2 = 2z0 , z0 ≥ 0 ;

−x2

a2
+

y2

b2
= k2, k2 = −2z0 , z0 ≤ 0 .

Pasitelkę Teiginį 10 galime nesunkiai priprasti prie tokio hiperbolinio paraboloido modelio. Visgi
daugelis geriau suvokia šio paviršiaus formą, kai jis raikomas lygiagrěciomis plokštumomisy = y0
(žr. Pav. 3.25). Šiuo atveju paviršiaus formos pojūtį skatina Teiginys 11.

Hiperbolinio paraboloido ir plokštumosy = y0 sankirta yra parabolė

x2 = 2a2z +
a2

b2
y20 .
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Šių lygiagrěcių parabolių virš̄unės juda parabole
{

x = 0

y2 =− 2b2z
.

Hiperbolinio paraboloido griaǔciai pavaizduoti Pav. 3.26.

4. Antros eilės paviršių tiesiṅes sudaromosios

Antros eil̇es paviršiaustiesine sudaromąjavadiname jam priklausančią tiesę. Keletas žodžių apie
terminąsudaromoji. Galima nurodyti ne vieną bendresnį, ne antros eilės paviršių, turintį jam pri-
klausaňcias tieses, kurios nevadinamos sudaromosiomis. Priežastis: tik tos kelios tieṡes, jokios kitos,
priklauso paviršiui; antros eilės paviršių atveju jam priklausančią tiesę galima tolygiai judinti taip,
kad pajudintos tieṡes liktų paviršiuje; pajudintosios tiesėssudaro(užpildo) visą paviršių.

Akivaizdu, kad visi cilindrai turi tiesines sudaromąsias. Skyrelio 3.2. pabaigoje parodėme, kad
kūgis irgi turi tiesines sudaromąsias. Prieš pradedant nagrinėti vienašakį hiperboloidą ir hiperbolinį
paraboloidą įrodysimeneigiamopob̄udžio teiginį.

Teiginys 12 Elipsoidas, dvišakis hiperboloidas ir elipsinis paraboloidas neturi jiems priklausančių
tiesių.

Įrodymas1) Elipsoidas. Akivaizdu, nes tikrai nepavyksbegaliṅes tieses sukimšti į "ḋežutę"
{|x| ≤ a , |y| ≤ b , |z| ≤ c}.

2) Dvišakis hiperboloidas. Tiesė, kuri nelygiagretixy-plokštumai, negali priklausyti dvišakiui
hiperboloidui: ji kirstų plokštumasz = c ir z = −c, tarp kurių ṅera paviršiaus taškų. Kaip jau
žinome, plokštumosz = z0 ir dvišakio hiperboloido sankirta yra elipsė. Tai nepalieka tiesei jokių
galimybių priklausyti paviršiui.

3) Elipsinis paraboloidas. Samprotaujame panašiai kaip irdvišakio hiperboloido atveju, nes
elipsinis paraboloidas neturi taškų erdvės dalyjez < 0.
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Vienašakis hiperboloidas

Vienašakio hiperboloido lygtį (3.6) parašome pavidale
(x

a
− z

b

)(x

a
+

z

b

)

=
(

1− y

c

)(

1 +
y

c

)

.

Iš šio vienašakio hiperboloido lygties pavidalo lengvai gauname, kad tieṡes






x

a
− z

b
= µ1

(

1− y

c

)

µ1

(x

a
+

z

b

)

= 1 +
y

c

, (3.21)







x

a
− z

b
= µ2

(

1 +
y

c

)

µ2

(x

a
+

z

b

)

= 1− y

c

(3.22)

priklauso paviršiui. Tolydžiai keisdami parametrusµ1 ir µ2 gauname dvi tiesinių sudaromųjų šeimas.
Abiejų šeimų tieṡes pavaizduotos Pav. 3.27. Bet, jei būsime preciziškai tiksl̄us, šios tiesių šeimos
neužpildo viso vienašakio hiperboloido – paviršiuje liekamažytis plyšelis. Šį plyšelį=neužpildytą
tiesę panaikiname apibrėždami kiekvienos šeimos ribines tieses

lim
µ1→∞







x

a
− z

b
= µ1

(

1− y

c

)

µ1

(x

a
+

z

b

)

= 1 +
y

c

= lim
µ1→∞







1

µ1

(x

a
− z

b

)

= 1− y

c
x

a
+

z

b
=

1

µ1

(

1 +
y

c

) =







1− y

c
= 0

x

a
+

z

b
= 0

,

lim
µ2→∞







x

a
− z

b
= µ2

(

1 +
y

c

)

µ2

(x

a
+

z

b

)

= 1− y

c

= lim
µ2→∞







1

µ2

(x

a
− z

b

)

= 1 +
y

c
x

a
+

z

b
=

1

µ2

(

1− y

c

) =







1 +
y

c
= 0

x

a
+

z

b
= 0

.
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3.27: Vienašakio hiperboloido tiesinės sudaromosios.

Hiperbolinis paraboloidas

Hiperbolinio paraboloido lygtį (3.11) parašome pavidale
(x

a
− y

b

)(x

a
+

y

b

)

= 2z .

Iš šio hiperbolinio paraboloido lygties pavidalo lengvai gauname, kad tiesės






x

a
− y

b
= µ1

µ1

(x

a
+

y

b

)

= 2z
, (3.23)







x

a
+

y

b
= µ2

µ2

(x

a
− y

b

)

= 2z
(3.24)

priklauso paviršiui. Tolydžiai keisdami parametrusµ1 ir µ2 gauname dvi tiesinių sudaromųjų šeimas.
Abiejų šeimų tieṡes pavaizduotos Pav. 3.28.
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3.28: Hiperbolinio paraboloido tiesinės sudaromosios.

A

B

C

D

M

M ′

N

N ′

3.29: Bitiesinis hiperbolinio paraboloido modelis.

Pateikiame dar vieną hiperbolinio paraboloido modelį, kuris vartojamas geometriniame modelia-
vime.

TegulA,B,C,D yraerdvinioketurkampio virš̄unės. Paimkime visas tiesesMM ′, kurM ∈ AB,
M ′ ∈ DC ir taškaiM , M ′ dalo atkarpasAB, DC tuo pǎciu santykiu. Tokių tiesių visuma sudaro
hiperbolinį paraboloidą. Kitą tiesinių sudaromųjųšeimą gauname imdami tiesesNN ′, kur taškai
N , N ′ dalo atkarpasAD, BC tuo pǎciu santykiu. Šisbitiesiniuvadinamas hiperbolinio paraboloido
modelis pavaizduotas Pav. 3.29.

5. Sukimosi paviršiai

Sukimosi paviršiai buvo atrasti labai seniai, kai iš primityvios beždžioṅes išsivystęs žmogus panoro
turėti patogius indus valgiui ir troškulio malšinimui. Greitai puodžiaus (kaip šiom dienom informati-
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ko) profesija pasidarė gana populiari, nes užtikrino pakankamai gerą pragyvenimo lygį. Pažvelkime
į puodžiaus darbo procesą matematiko akimis – kadangi ruošiaṫes įgyti panašią garbingą profesiją,
šio proceso supratimas turėtų paḋeti suvokti antros eil̇es paviršiaus formą.

Tegul kreiv̇e K yra sukama apie kokią nors ašįL. Pradiṅes kreiv̇es taškai sukdamiesi brėžia
apskritimus, kurių visuma sudarosukimosipaviršių. Dalis sukimosi paviršiaus pavaizduota Pav. 3.30.

Specialiai parinkus kai kurių antros eilės paviršių parametrus, jie tampa sukimosi paviršiais. Su-
prasti, kaip tai atsitinka, padės ši paprasta pastaba.

Teiginys 13 Tegul kreiv̇eK
{

y = 0

dx2 + g(z) = 0

yra sukama apiez-ašį. Sukimosi paviršiaus lygtis yra

d(x2 + y2) + g(z) = 0 .

ĮrodymasTegulM(x; 0; z) yra pradiṅes kreiv̇esK taškas. Sukant kreivęK apiez-ašį, judaňcio
taškoM atstumas ikiz-ašies bei joz-koordinaṫe nesikeǐcia. TaškoM(x; y; z) atstumo ikiz-ašies
kvadratas yrax2 + y2. Toḋel taškuiM sukantis apiez-ašį pradiṅe sąlygay = 0 , dx2 + g(z) = 0

pasikeǐcia į d(x2 + y2) + g(z) = 0.

5.1. Sukimosi elipsoidas

KreiveK pasirenkame elipsę






y = 0

x2

a2
+

z2

c2
= 1

Remiantis Teiginiu 13 gauname, kad sukimosi paviršiaus lygtis yra

x2 + y2

a2
+

z2

c2
= 1 .

Taigi lygtis (3.4) apibṙežia sukimosi elipsoidą, jeia = b. Papildoma sąlygaa = b = c reiškia, kad
turime spindulioa sferą.
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3.30: Sukimosi paviršius.

5.2. Vienašakis sukimosi hiperboloidas

KreiveK pasirenkame hiperbolę






y = 0

x2

a2
− z2

c2
= 1

Sukimosi paviršiaus lygtis yra
x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1 .

Lygtis (3.6) apibṙežia vienašakį sukimosi hiperboloidą, jeia = b.
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5.3. Dvišakis sukimosi hiperboloidas

KreiveK pasirenkame hiperbolę






y = 0

− x2

a2
+

z2

c2
= 1

Sukimosi paviršiaus lygtis yra

−x2 + y2

a2
+

z2

c2
= 1 .

Lygtis (3.7) apibṙežia dvišakį sukimosi hiperboloidą, jeia = b.

5.4. Elipsinis sukimosi paraboloidas

KreiveK pasirenkame parabolę






y = 0

x2

a2
= 2z

Sukimosi paviršiaus lygtis yra
x2 + y2

a2
= 2z .

Lygtis (3.10) apibṙežia elipsinį sukimosi paraboloidą, jeia = b.

5.5. Elipsinis sukimosi cilindras

KreiveK pasirenkame porą lygiagrečių tiesių






y = 0

x2

a2
= 1

Sukimosi paviršiaus lygtis yra
x2 + y2

a2
= 1 .

Lygtis (3.12) apibṙežia elipsinį sukimosi cilindrą, jeia = b.
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6. Plokštumos ir antros eil̇es paviršiaus sankirta

Tirdami antros eil̇es paviršius kirtome juosspecialiai parinktomisplokštumomis, gaudami antros
eilės kreives. Kertant antros eilės paviršiųbet kokiaplokštuma taip pat gauname antros eilės kreives:

1) pasirenkame koordinačių sistemąO′x′y′z′ taip, kad kertamoji sutaptų su plokštumaz′ = 0;
2) įstatęz′ = 0 į paviršiaus lygtįF ′(x′, y′, z′) = 0 gauname antros eilės kreiv̇es lygtįF ′(x′, y′, 0) =

0 atžvilgiu koordinǎcių sistemosO′x′y′;
3) tiriame gautąją antros eilės kreiv̇es lygtį.
Ką tik aprašyta proced̄ura nesunkiai programuojama kompiuteriniam šio uždaviniosprendimui.

Studentai jos neṁegsta, kai reikia skaičiuoti naudojantis tik rašikliu ir popieriaus lapu – tenka parinkti
koordinǎcių sistemąO′x′y′, o po to rasti kanoninę sankirtos lygtį. Tai nemažos apimties skaǐciavi-
mai, smarkiai erzinantys normalų studentą. Bet jei reikia rasti tik sankirtos kreiv̇es tipą, skaǐciavimai
žymiai supaprastėja.

Pavyzdys
SąlygaRasti paviršiausx2+2y2+z2+2xy−2x−2y+4z+2 = 0 ir plokštumos2x+y−z−2 = 0

sankirtos kreiv̇es tipą.
SprendimasSpreskime šį uždavinį taip, kaip, daug nesukdami galvos,sprendžia daugelis studentų.

Ir tik pabaigoje panagriṅesime, koḋel jį išsprenḋeme teisingai.
Reikia rasti sankirtos kreivę? Jokių problemų, sprendžiame sistemą

{

2x+ y − z − 2 = 0

x2 + 2y2 + z2 + 2xy − 2x− 2y + 4z + 2 = 0
,

įstatydami išraiškąz = 2x+ y − 2 į antrąją lygtį. Taip gauname lygtį

9x2 + 10xy + 4y2 − 10x− 6y + 2 = 0 (3.25)

Skaǐciuojame šios lygties invariantus:I1 = 13, I2 = 11, I3 = −9. KadangiI2 > 0. o I1 ir I3
priešingų ženklų, lygtis (3.25) apibrėžia elipsę. Rašydami

AtsakymasSankirtos kreiv̇e yra elipṡe.

gaunate visus šiam uždaviniui skirtus balus. Atsargiai(!!!), tik nepleṗekite, kad lygtis (3.25) yra
sankirtos kreiv̇es lygtis. Jums priklausantis balas tikrai bus sumažintas. Lygtis (3.25) yra sankirtos
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kreivėsprojekcijosį xy-plokštumą lygtis. Kadangi, projektuojant antros eilės kreivę į plokštumą, jos
tipas nesikeǐcia, atsakymasteisingas.

Geras pratimasKada sankirtos kreiv̇e yra žemesnio (ne antrojo) laipsnio?

Dar geresnis pratimasPanagriṅekite, kokio tipo kreives gauname kirsdami plokštuma: elipsoi-
dą; vienašakį hiperboloidą; dvišakį hiperboloidą; kūgį; elipsinį paraboloidą; hiperbolinį paraboloidą;
elipsinį cilindrą; hiperbolinį cilindrą; parabolini˛ cilindrą.

7. Antros eilės paviršiaus ir tieṡes sankirta

Ši proced̄ura visiškai analogiška išnagrinėtai kreivių atveju.
Jei žinomas tieṡes taškasA(x0; y0; z0) ir jos krypties vektoriusL(l;m;n), bet kurio tieṡes taško

M(x; y; z) koordinates parašome pavidale







x = lt+ x0

y = mt+ y0

z = nt+ z0

(3.26)

Įstatę šias išraiškas į bendrąją paviršiaus lygtį (3.1) ir sugrupavę gautojo reiškinio narius atžvilgiut,
gauname lygtį

Pt2 + 2Qt+R = 0 , (3.27)

kur
P = a11l

2 + a22m
2 + a33n

2 + 2a12lm+ 2a13ln+ 2a23mn ,

Q = F1(x0, y0, z0)l + F2(x0, y0, z0)m+ F3(x0, y0, z0)n ,

R = F (x0, y0, z0) .

(3.28)

Įstatę lygties (3.27) šaknist1, t2 į (3.26) gauname bendrųjų tiesės ir antros eil̇es paviršiaus taškų
koordinates.

Bendru atveju, jeiP 6= 0, gauname, kadkvadratiṅe lygtis (3.27):

• turi dvi skirtingas šaknis – tiesė kerta paviršių dviejuose taškuose;
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• turi vieną šaknį – tieṡe kerta paviršiųkartotiniametaške;

• neturi šaknų – tieṡe paviršiaus nekerta.

Apibr ėžimas 15VektoriausL(l;m;n) kryptis vadinamaasimptotine, jei

a11l
2 + a22m

2 + a33n
2 + 2a12lm+ 2a13ln+ 2a23mn = 0 . (3.29)

Asimptotiṅes krypties atveju lygtis (3.27):

◦ turi vieną šaknį – tieṡe kerta paviršiųvienametaške;

◦ neturi šaknų – tieṡe paviršiaus nekerta;

◦ turi be galo daug šaknų (virsta tapatybe0 = 0) – tieṡe priklauso paviršiui.

8. Antros eilės paviršiaus liěciamoji plokštuma

Ši dalis analogiška jau nagrinėtoms antros eilės kreivių liestiṅems.

Apibr ėžimas 16Neasimptotiṅes krypties tieṡe vadinama antros eilės paviršiaus liestine taškeA, jei
A yra kartotinis tieṡes ir paviršiaus sankirtos taškas. Asimptotinės krypties tieṡe vadinama antros
eilės paviršiaus liestine, jei ji priklauso paviršiui.

Teiginys 14 Tieṡes, liečiančios paviršių taškeA(x0; y0; z0) sudaro plokštumą, kurios lygtis yra

F1(x0, y0, z0)x+ F2(x0, y0, z0)y + F3(x0, y0, z0)z + F4(x0, y0, z0) = 0 . (3.30)

ĮrodymasTarkime liestiṅes krypties vektorius yra(l;m;n). Lygtis (3.27) įgyja pavidalą

Pt2 + 2Qt = 0 ,

nesA priklauso paviršiui, t.y.R = F (x0, y0, z0) = 0. Ši lygtis tikrai turi šaknįt = 0. Jei(l;m;n)

yra neasimptotiṅes krypties, tai ši šaknis yra kartotinė. Toḋel Q = 0. Jei(l;m;n) yra asimptotiṅes
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krypties, taiP = 0. Šiuo atveju tieṡe priklauso paviršiui, jeiQ = 0. Vadinasi, bet kuriuo atveju
būtina ir pakankama lietimosi sąlyga yra

Q = F1(x0, y0, z0)l + F2(x0, y0, z0)m+ F3(x0, y0, z0)n = 0 .

Kadangi(l;m;n) yra liestiṅes krypties vektorius, iš šios sąlygos gauname, kad vektorius(F1(x0, y0, z0);F2(x

statmenas liestinei. Tai reiškia, kad liestinės sudaro plokštumą, kurios lygtis yra

F1(x0, y0, z0)(x− x0) + F2(x0, y0, z0)(y − y0) + F3(x0, y0, z0)(z − z0) = 0 .

Šią lygtį šiek tiek pertvarkome

F1(x0, y0, z0)x+ F2(x0, y0, z0)y + F3(x0, y0, z0)z

− (F1(x0, y0, z0)x0 + F2(x0, y0, z0)y0 + F3(x0, y0, z0)z0) = 0 .

KadangiF (x0, y0, z0) = 0, pasinaudoję lygybe (3.2), įrodymą baigiame.

9. Paviršiaus ir liečiamosios plokštumos sankirta

Jau žinome, kad antros eilės paviršiaus ir plokštumos sankirta yra antros eilės kreiv̇e. Jei plokštuma
yra liečiamoji, sankirtos kreiv̇es tipas yra ne bet koks. Nagrinėjame tik tuos antros eilės paviršius,
kurie ṅera sudaryti iš plokštumų.

Teiginys 15 Antros eil̇es paviršiaus ir liečiamosios plokštumos sankirta gali būti:
1) vienas taškas (išsigimusi elipsė);
2) pora susikertančių tiesių;
3) dviguba tieṡe.

ĮrodymasKoordinǎcių sistemą parenkame taip, kad lietimosi taškas sutaptu˛ su koordinǎcių siste-
mos pradžia, o liěciamosios plokštumos lygtis b̄utų z = 0. Iš (3.30) gauname, kada14 = 0, a24 = 0,
a44 = 0. Toḋel sankirtos kreiv̇es lygtis yra

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 = 0 .
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Iš jau nagriṅetos kreivių teorijos seka, kad tegalimas tik kuris nors išsumiṅetų atvejų.

Pirmuoju atveju lietimosi taškas vadinamaselipsiniu, antruoju –hiperboliniu, trěciuoju –para-
boliniu.

10. Charakteringų uždavinių sprendimas

Pateikta paviršių teorija tur b̄ut sužav̇ejo ne vieną studentą. Bet visgi jo požiūriu šioje teorijoje yra
rimtas tr̄ukumas – be uždavinio apie sankirtos kreivės tipo radimą, neaišku ką reikės spręsti per
egzaminą. Užpildome šią spragą kelių charakteringų uždavinių sąlygomis bei jų sprendimu.

11. Cilindro lygties radimas

SąlygaRasti lygtį cilindro, kurio tiesiṅes sudaromosios lygiagrečios vektoriuiL(1; 3; 1) ir kerta krei-
vęK {

2x+ y + z = 0

x2 + y2 + 2z2 = 1

SprendimasTegul taškasM(x; y; z) priklauso cilindrui. Bet kuris tiesiṅes sudaromosios, eina-
nčios perM , taškas turi pavidaląN(x + t; y + 3t; z + t). Kadangi sudaromoji kerta kreivęK,
egzistuoja tokiat reikšṁe, kad taškoN koordinaṫes tenkina kreiv̇es lygtis, t.y.

{

2(x+ t) + y + 3t+ z + t = 0

(x+ t)2 + (y + 3t)2 + 2(z + t)2 = 1

Iš pirmosios sąlygos seka, kadt = −(2x + y + z)/6. Įstatę šią išraišką į antrąją sąlygą ir atlikę
aritmetinius veiksmus gauname

(4x− y − z)2 + (−2x+ 5y − z)2 + 2(−2x − y + 5z)2 = 36 .

Dar šiek tiek kantryḃes ir parašome atsakymą – cilindro lygtį:

7x2 + 7y2 + 13z2 − 5xy − 11xz − 7yz − 9 = 0 .
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11.1. Kūgio lygties radimas

SąlygaRasti lygtį k̄ugio, kurio tiesiṅes sudaromosios kerta kreivęK
{

2x+ y + z = 0

x2 + y2 + 2z2 = 1
,

o A(1, 1, 2) yra kūgio virš̄unė.

SprendimasTegul taškasM(x; y; z) priklauso cilindrui. Tiesiṅes sudaromosios, einančios per
M , krypties vektorius yra

−−→
AM = (x− 1; y− 1; z− 2). Toḋel bet kuris šios sudaromosios taškas turi

pavidaląN(1+ (x− 1)t; 1+ (y− 1)t; 2+ (z− 2)t). Kadangi sudaromoji kerta kreivęK, egzistuoja
tokia t reikšṁe, kad taškoN koordinaṫes tenkina kreiv̇es lygtis, t.y.







2
(

1 + (x− 1)t
)

+ 1 + (y − 1)t+ 2 + (z − 2)t = 0
(

1 + (x− 1)t
)2

+
(

1 + (y − 1)t
)2

+ 2
(

2 + (z − 2)t
)2

= 1

Iš pirmosios sąlygos seka, kadt = − 5

2x+y+z−5
. Dar kiek panašiai pasikuitę, kaip ir su cilindro

lygtimi, gauname atsakymą:

41x2 + 24y2 + 10z2 + 6xy − 54xz + 32yz + 20x+ 10y + 10z − 25 = 0 .

11.2. Tiesinių sudaromųjų radimas

SąlygaRasti hiperbolinio paraboloido4x2−9y2 = 2z tiesines sudaromąsias, einančias per paviršiaus
taškąA(1; 2;−16).

Pirmas sprendimo b̄udasRemdamiesi formule 3.23 vieną iš sudaromųjų ieškome pavidale
{

2x− 3y = µ1

µ1(2x+ 3y) = 2z
.

Kadangi sudaromoji eina per taškąA, įstatę taškoA koordinates į pirmąją lygtį gaunameµ1 = −4.
Su antrąja lygtimi galime negaišti, nes tikrai gausime tokią patµ1 reikšmę. Taigi, viena iš sudaromųjų
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yra
{

2x− 3y = −4

4x+ 6y = −z
.

Remdamiesi formule 3.24 randame antrą sudaromąją:
{

2x+ 3y = 8

8x+ 12y = z
.

Antras sprendimo b̄udas Ieškome tiesiṅes sudaromosios krypties vektoriaus(l;m;n) naudo-
damiesi formul̇emis (3.27) ir (3.28):R = 0, nesA priklauso paviršiui;P = 4l2 − 9m2; Q =

4l − 18m− n. Tieṡe priklauso paviršiui, jeiP = 0, Q = 0, R = 0. Spręsdami sistemą
{

4l2 − 9m2 = 0

4l − 18m− n = 0

gauname (l = 3

2
m , n = −12m) ir (l = −3

2
m , n = −24m). Fiksavęm = 2 turime du sudaromųjų

krypties vektorius(3; 2;−24) ir (−3; 2;−48). Toḋel ieškomų tiesinių sudaromųjų kanoninės lygtys
yra

x− 1

3
=

y − 2

2
=

z + 16

−24
,

x− 1

−3
=

y − 2

2
=

z + 16

−48
.

Antrasis sprendimo b̄udas yra universalesnis. Naudodamiesi juo išspręskite dar vieną uždavinį.

SąlygaRasti paviršiaus2x2+2y2−z2−5xy+xz+yz−6x+y+z−3 = 0 tiesines sudaromąsias,
einaňcias per jo taškąA(1;−2; 3).

12. Pratimai bei uždaviniai

Standartiṅe temos nagriṅejimo pabaiga – užduotys savarankiškam darbui.

1. Rasti paviršiaus3y2 + 4z2 + 24x+ 12y − 72z + 360 = 0 ir plokštumosx− y + z − 1 = 0

sankirtos kreiv̇es tipą.

2. Rasti paviršiausx2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz − 2x + 6y + 2z = 0 ir plokštumos
2x− y + z = 0 sankirtos kreiv̇es tipą.
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3. Rasti paviršiausx2−3y2+z2−6xy+2yz−3y+z−1 = 0 ir plokštumos2x−3y−z+2 = 0

sankirtos kreiv̇es tipą.

4. Rasti lygtį cilindro, kurio tiesiṅes sudaromosios statmenos plokštumai2x − 4z + 3 = 0 ir
kerta kreivęK {

y2 + z2 − x = 0

x− 2z = 0

5. Rasti lygtį cilindro, kurio tiesiṅes sudaromosios lygiagrečiosx-ašiai ir kerta kreivęK
{

(x− 1)2 + (y + 3)2 + (z − 2)2 = 25

x+ y − z + 2 = 0

6. Rasti lygtį k̄ugio, kurio tiesiṅes sudaromosios kerta kreivęK
{

(x− 1)2 + (y + 3)2 + (z − 2)2 = 25

x+ y − z + 2 = 0
,

o A(1,−1, 1) yra kūgio virš̄unė.

7. Rasti paviršiaus
x2

16
+

y2

12
+

z2

4
= 1

ir tiesės
x− 4

2
=

y + 2

−3
=

z + 2

−2

sankirtos taškus ir plokštumas, liečiaňcias paviršių tuose taškuose.

8. Rasti paviršiaus25x2 + 16y2 − 9z2 = 25 liečiamąsias plokštumas, išvestas per tiesę

x

1
=

y − 1

2
=

z − 1

3
.

9. Rasti paviršiausx2 + 9y2 − 4z2 = 4 tiesines sudaromąsias, einančias per jo tašką(2; 2; 3).

10. Rasti paviršiausx2+y2+2z2−xy−6xz−3yz−2x+6y−7z−1 = 0 tiesines sudaromąsias,
einaňcias per jo tašką(3;−2; 0).
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