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1. Vektorial

1.1. Pagrindines savokos

Vektoriaus savoka skirtinguose matematikos skyriuosierepiama skirtingaiVektoriumivadinkime
matematinj dydj, apibdinama skaitine reikSme ir kryptimi eréje. Grafiskai vektoriai vaizduojami
tiesiy atkarpomis su rody&is. Dydi, kuriam apibdinti pakanka skaitis reikSnes, vadinkime
skaliaru Siuo atveju nisy skaliarais bus ras skatiai. Vektorius Zyne@sime mazosiomis raénis
su stele virs jy,a, b, ¢, arba dviem didZiosiomis ragns, kuriy pirmoji reiSkia vektoriaus pradzios
taSka, antroji - pabaigosefB. Vektoriaus ilgiu vadinsime ji vaizduojé@ios kryptires atkarpos ilgj,
zymesime modulio Zenklu[a|.

ApibreSime vektoriy sugties ir daugybos i$ skaliaro operacijas. Dviejuy vektstima vadinsime
vektoriy, gaunama pagal pirmame pavyzdyje iliustru@dygiagretainio taisykle.
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1 pav. Vektoriy suma

Du vektorius vadinsiméygiagrecCiais (kolineariais) jie juos vaizduojagios tiesiy atkarpos ly-
giagre&Eios. Du vektorius vadinsimkygiais, jei jie lygiagreus, tos péios krypties ir vienody ilgiy.
Vektoriausa ir skaliaro A sandaugayra lygiagretus vektoriuda, kurio ilgis |Ad@| = |A||@]|, o kryptis
sutampa su vektoriauskryptimi kai A > 0 ir yra prieSinga kaih < 0. Nesunku suprasti, kad geo-
metrire |\| prasne - vektoriaus ilgisnuliniu vektoriumivadinsime vektoriy, kurio ilgis lygus nuliui,
t.y. - tadka. Nulinj vektoriy Zymimé.

Vektoriy veiksmuy savybs:
1. Vektoriy suétis yra komutatyvi:

G+b=0b+a

2. Vektoriy suétis yra asociatyvi:
<d+®+6=5+w+a;
3. Skatiy daugyba ir vektoriaus daugyba i$ skaus yra asociatyvi:
(a-f)-d=a-(8-d),Va,p,d
4. Skatiy sucktis ir vektoriaus daugyba iS sk#us yra distributyvi:

(a4 p)-d=ad+ pad,vVa, B, d;
6



5. Daugybos i$ skaiaus ir vektoriy sueétis yra distributyvi:
o (Ei+ 5) = ad’—ka&Va,&’,E
Vektoriy sucekties asociatyvumas akivaizdus i$§ 1.pav., asociatyvuraasodstruojamas antrajame
paveiksel 5},+ =
z
R+§+Z
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2 pav. Vektoriy sumos asociatyvumas

1.2. Baziniai vektoriai

Trecioji ir ketvirtoji savybes akivaizdzios. Penktoji geometriSkai reiskia lygiagirat), gauty
sudedant vektorius, panasuma. Vektoxig; + Asés + - - - + A\, &, vadiname vektorigs, és, - - - , &,
tiesiniu dariniy Ay, Ao - - - , A, Cia - skaliarai.

BazeplokStumoje vadiname dviejuy nelygiagne vektoriy rinkinj{é}, &>}, paius vektorius va-
diname baziniais.

Bazeerdweje vadinami bet kurie trys vektori{f, é;, €3}, nelygiagréiy tai pa&iai plokStumai,
rinkinys. Patys tokie vektoriai vadinamekomplanariais vektoriajgrdwes baziniais vektoriais

Teorema. Bet kuris vektorius gali bti iSreikStas baziniy vektoriy tiesiniu dariniu eaje

d = a1€] + a263 + azes,
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arba plokStumoje
a= aleﬁ + agﬁ_é,

to tiesinio darinio koeficienty rinkinys €aq,as,as) erdweje ir (a;,as) plokStumoje - vadinamas
vektoriausa koordinaémis.

¢ Pademonstruokime Sios iSraiSkos galimybe plokStumopedagi baze plokStumoje galuth
bet kurie du nelygiagres vektoriai, o vektoriair ir 3, kaip pavaizduota 1 pav., yra tokie, tegul
baziniai vektoriaky, ¢; yralygiagretis jiems. Tuomet, akivaizdu, bet kokj vektofigalime iSreiksti
kaip baziniy vektoriy tiesinj dariniz = ¥ + ¢ = z161 + z2€3. ¢

Bazetieseje galime vadinti bet kurj nenulinj Sios tes vektoriy.

Kitoje bazje vektoriaus koordinas kitokios. Toje péoje bazje koordinagés nustatomos vie-
nareikSmiskai.

Lygus vektoriai turi vienodas koordinates.

Dauginant vektoriy i$ skaéiaus, visos jo koordinas dauginamos i$ to skaus:
a-d=a-(a16] + agés + x3€3) = (- a1)el + (a - az)éy + (a - az)és.
Sudedamy vektoriy koordireg irgi sudedamos:

T+ b= (a16] + a28 + a3) + (b1€1 + bas + b3es) =
(a1 + b1)él + (a2 + b2)és + (a3 + bs)és.

Dekarto koordinaémiserdweje vadinama staakamge koordin&iy ssitema su vienodais koordiia
aSiy masteliais. Koordiga) asys vadinamaoabscisiyasimi,ordinaciyasis ir tré&ioji — aplikaCiy asi-
mi koordinatiy pradZia Zymimos atitinkamaiOz, Oy ir Oz atitinkamai, raideO Cia Zymimas
koordinaCiy pradzios tasSkagoordin&iy asyse talpinami vienetinio ilgio vektoriaij, k, kurie pui-
kiai atlieka baziniy vektoriy, kuriuos iki Siol Zyejomee?, és,€3, vaidmenj.

Deka to, kad Sie baziniai vektoriai tarpusavyje statmeniisi yra vienetinio ilgio, ju rinkinj
i, 7, k vadinameortonormuotaja baze
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3 pav. Dekarto koordir@y sistema

Vektoriausd(a, a,, a,) koordinaés Dekarto koordinay sistemoje reiskia ir to vektoriaus gali-
nio tasko koordinatesa,, a,, a.) ir yra vadinami to tasko taskd koordinaémis (abscise, ordinate

-

ir aplikate atitinkamai), Zr. 3 pav. Matome, kad= (a,i + a,j) + a.k = a,i + a,j + a.k
- - _> - ~
Raskime vektoriausl B koordinates, zr. 4 pav.:

— — — — —
AB=AO + OB=0OB — OA=
= blgl + b2€2 + 1)353 — a1€1 — a2€2 — a3€3 =

(b1 —a1)é1 + (by — a2)é + (b3 — a3z)és
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4 pav. VektoriusAﬁB

Vadinasi, vektoriaus koordings lygios jo galo tasko ir pradzios tasko koordiaskirtumui.

Vektoriai ay, ds, - - -, @, yra vadinamitiesiSkai priklausomaijskai egzistuoja tokie koeficientai
AL A2, Apy A2 A2+ -+ A2 £ 0 (Ly., ne visi lygis nuliui), kad

A1@1 + Aol + - 4+ Ay = 0.

Vadinasi, tokiu atveju viena i$ vektoriy galime iSreikiitusiu n — 1 vektoriy tiesiniu dariniu, ir
atvirkEiai. Suformuluokime teiginj teoremos pavidalu.
Teorema Vektoriy sistemaiy, do, - - -, d, Yyra tiesiSkai priklausoma tada ir tik tada, Kai;:

a; = c1dy + coly + -+ + C—10i—1 + Cir1Gi41 + -+ + Cnpln.
¢ Tarkime, kad vektoriaizq, . . ., x,, yra tiesiSkai priklausomi. Tada\q, ..., \,:
AMdy + - 4 M\l = 0.
Kadangi ne visi\; = 0, pasirinkime\; # 0. Taigi

— )\1_, )\n—»
A = ——a1 — +++ — —ap.

i i
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Todel turimec; = — 32, kaij #dir ¢; = 1.
Tarkime, kaddd;: a; = cidy + - - - + ¢, d,. Tadaimkime\; = c;, Kaij # i ir ¢; = —1, ir gausime,
kad vektoriai yra tiesiSkai priklausomé.

Teorema Vektoriai tiesiSkai priklausomi tada ir tik tada, kai iSkaordin&iy sudarytos matricos
rangas maZzesnis uz vektoriy skial
¢ Nustatykime, ar vektoriai

61, 62, cey Jm kUI’d% :{(ail,aig,...,am)i: 1,2,...,m}

yra tiesiskai priklausomi.

ai a12 a1m 0

a1 a2 azm 0
ar| | Hax| U | +tam| | =

anl an2 Anm 0

IS Cia gauname tiesiniy homogeniniy Big sistema:

a110q + ajpon + - -+ a1y = 0,

ag 0 + a0 + - -+ + agm oy, =0,

101 + ap20s + -+ + Aoy, = 0.

Vektoriaidy, . . ., @, yratiesiSkai priklausomi tada ir tik tada, kai Si homog@nsistema turi nenulinj
sprendinj. Pasinaudokime i$ tieealgebros kurso zinoma Kronekerio-Kapelio teorema.igliate
kad, kaim = rang A, sistema turi vienintelj nulinj sprendinj, teétivektoriai yra tiesiSkai nepriklau-
somi.

Pastebkime, jog tokios matricos rangas negaltd didesnis uz abu skausm ir n. Vadinasi, dau-
giau kaipn n-matiy vektoriy visada yra tiesiSkai priklauson.
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ISvada. Vadinasi, bet kuried vektoriai plokStumoje arba vektoriai erdeje visada yra tieiSkai
priklausomi. Tai kaip tik svarbu geometrijoje.

Tai darsyk patvirtina, kad plokStumoje rasime daugiawidiiesiSkai nepriklausomus vektorius,
o erdweje - tris.

1.3. Atkarpos dalijimas duotuoju santykiu

Tarkime, kad turime du taskud(a,,a,,a.) irB(bs,b,,b.). Raskime tokj atkarposlB taSka
M(x,y, z), kuris ja dalija santykiw\, lambda > 0:

|AM| = \|MB|.
¢ Vadinasi, .
AM = Astackrel—-MB.
Koordinaemis(xz — a,,y — ay, 2 — a;) = (b, — x,by — y, b, — 2). Taigi,
r—a;=ANby — ), y—ay=Aby —y), z—a, = Ab; — 2.

IS Cia
ag + Aby Ay + Aby a; + Ab,

T+x V7T 0x 7T T
Kai A = 1, M yra atkarpos vidurio taskas:

az +by  ay+by Z_az+bz

9 Y 9 2
Kai A =0, M = A, M arteja prieB kai lim A = oco. ¢

Pastaba Kai A\ < 0, taSkas M "iSlipa" i$ atkarpog\ B, bet lieka atkarpos tiege, o tasko
M (x,y, z) korrdingiy formules lieka teisingos.

12



1.4. Skaliarine vektoriy sandauga

— —
Susitarkime, kad kampastarp vektoriuAB ir AC' yra intervale—m < ¢ < 7, teigiama kampo
kryptis — matuojant prie$ laikrodZio rodykle, o pagal lai#zio rodykle - neigiama.

b

] |

pr3b

5 pav. Kampas tarp vektoriy

Dviejy vektoriya ir b skaliarine sandaugavadiname jy ilgiy ir kampo tarp ju kosinuso sandauga:

b

Geb=|d|-|b| cosep

Kaip nesunku matyti, skaliarsnsandauga lygi vieno i$ vektoriy ilgio ir kito vektoriausojekcijos j
pastaraji sandaugai:

Zr. 5 pav.

Skaliarires sandaugos sawb
13



1. Sandauga komutatyviie b = b e i .

¢ Taip yra toel, kad kosinusas - lygsnkampo funkcija 4

2. Sandauga yra tiestndauginamojo funkcija:

(@+b)ei=dec+beC,

(ad@) o b= (G eb).

¢ Antroji lygybe akivaizdi. Pirmaja nesunku jrodyti naudojant skatias sandaugos iSraiSka vektoriy
projekcijomis$

3. Geb = 0tada ir tik tada, kaii L b arba bent vienas i3 vektoriy yra nulinis vektoritis= 0, arba
b=0.

¢ Situacija, kai bent vienas i$ vektoriy yra nulinis vektsi akivaizdi. Tarkime, kad taipana. Tuo-
met sandauga galidti lygi nuliui tik tada, kaicosp = 0, t.y. alb. ¢

Sios trys yra pagrindies skaliari@s sandaugos savgd, kuriomis naudojantis skalaiérsandau-
ga yra apibendrinama kitokiose easbe.

4.Ged =i

¢ Taip yra toel, kadcosp = 1. ¢

5. Jeié), é2, & yra ortonormuotoji bag, tai(é;, €;) = §;;.1
¢ Nes Sie vektoriai statmeni ir vienetinio ilgi@.

6. Jeid = a1€] + as€5 + as€és, b= bi1€1 + baéy + b3és ir €1, €o, €3 yra ortonormuotoji bag, tai
ae g = a1b1 + asby + asbs.

¢ Naudodamiesi antraja savybe, vektorius skaliariSkaasgthame panariui, po to, pasinaudojus
treCigja savybe, gauname, kad

ir toje skaliarireje sandaugoje lieka tik ty pay baziniy vektoriy skaliariniy sandauguy i$ savggi()

1, kaii=j
0, kaii#j

1Priminkime, kady;; = { — Kronekerio simbolis.

14



1 del vienetinio vektoriy ilgio), padauginty i$ atitinkgmrektoriy a ir Ekoordinaf:iq, sumos.¢
ISvada 1 Kai @ = (a1, a2, a3) — vektoriaus koordinas ortonormuotoje bage, jo ilgis

@] = \/a3 + a3 + a3.

ISvada 2 Kampo tarp vektoriy kosinusas yra:

ST
[ ]
S

cosp =

ey

ISvada 3 Atstumas tarp taSk (x1,x2,x3) ir Y (y1,y2,y3) Dekarto stéiakampje koordin&iy
sistemoje lygus

>y

'ﬁ' =V —21)? + (y2 — 22)* + (y3 — x3)*.

Vektoriaus krypties kampai

Tarkimke, kad misy koordinaiy sistema - steiakam, Dekarto.Vektoriaus krypties kampaisdi-
nami jo su koordinéiy aSimis sudaromi kampai. Pazgkime tuos kampus, vektoriaus sudaromus
su asimisOz, Oy, Oz a, 3,~. Koordina&iy adyse turime tris vienetinius vektorids;, k, dar
vadinamurtais. Tada, jei nusy vektorius vienetinisiag| = 1, turime

apei=cosa, apej = cosf3, ay ek = cosvy

Vadinasi,
ap = (cos a, cos 3, cos )

1.5. Vektorine vektoriy sandauga

Vektoriy a ir b vektorine sandaugaadinamas Siems vektoriams statmenas vektatidairio
ilgis lygus lygiagretainio, kurio kraStines sudaro veldof ir b, plotui, o kryptis tokia, kad Zirint
i ¢ galo, vektoriusd sutapty su vektoriumb, pasuktu maziausiu absatiu dydziu kampu pries
laikrodZio rodykle, Zr. 6 pav. Zymimé:) —axb

15



Jeip kampas tarp vektorig ir b,

ol

il

6 pav. Vektoriy vektoria sandauga

Vektorine sandauga yrantikomutatyvi

axb=—-axb

IS vektorires sandaugos ap#stimo gauname:

16



Tarkime, kadi(a,, ay, ), 0b(b,, by, b.), tada

S

= (a:v;‘F (ij-i- azE) x (me‘F byj
= axbx(;x f) + axby(;x j) + azb,

a X b,

~—
I

— -,

‘HLybx(j X i) + ayby(; X j) + ayb,
azbe(k X 0) + azby(k x j) + azb.(k
= f(aybz —azby) + f(asz —agh,) + E(axby —ayby) =

<y Sy +
=TT
N— N—
+ +

&l
N~—
I

ay a
b, b.

-

Ay Ay

by b,

=1

Tuomet gauname daila vektoeis vektoriy sandaugos iSraiSka, kuria tikrai nesunksimmti:

i ]k
axb=|a; a, a,
by by, b,

1.6. Vektoriy miSrioji sandauga

Trijy vektoriy , bir ¢ miSrigja sandaugaradiname pirmyju dviejy vektoras sandaugos ir vek-

toriausc skaliarine sandauga:
(@b,0)=(@xb)ec

Skatiaus(a, b, ¢) modulis lygus gretasienio, kurio briaunos - vektodiab ir ¢, turiui, Zr 7 pav.
ISties, vektoriaugi x Eilgis lygus gretasienio pagrindo plotui, o daugindami &ktoriy skaliariSkai
iS5 vektoriausc, mineta ilgi padauginame iS vektoriadsprojekcijos j vektoriya x b ir gauname
dydi, lygu gretasieniouriui. Vadinasi, misrioji nenuliniy vektoriy sandaugayi nuliui tada ir tik
tada, kai tas gretasieni€ra plok§ias, t.y., kai vektoriai @ra lygiagrets tai p&iai plokStumai, Bra
komplanaus.
Apskatiuokime misrigja sandauga, k&ic,, c,, c,), 0 vektoriyd, b koordinags tokios, kaip anks-
Ciau.
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7 pav. Vektoriy miSrioji sandauga

2. Erdves geometrija. PlokStumuy ir tiesiy lygtys

2.1. Erdves taSkuy aikes ir jy lygtys

Kalbesime apie trimats erdes tasSky aibes, siejamas su kokiomis nors geonsiiis savoko-
mis. Tokiy aibiy pavyzdziai: visi tiess taSkai, visi ploStumos taskai, pusrdes, esanti vienoje
ploStumos pusje, rutulys, skritulys, apskritimas, sfera, ir t.t.

Tarkime, kad erdeje turime Dekarto koordirtdy sistemgO, z, y, z), sistemos koordir@y asiy
vienetinius vektorius, kaip jprasta, Z{simi, j, k).
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Sakome, kad taskas eel(x, y, 2) turi tris |textitlais\es laipsnius — kiekviena i$ trijy jo koordidia
gali kisti laisvai, nepriklausomai nuo kity koorditia pokyCiy.

Jei F(z,y, z) — triju kintamyjy funkcija, tai lygtisF'(z,y,z) = 0 bendruoju atveju, sakoma,
i$ erdwes tasko(z,y, z), tenkinatio ta lygti, atima viena laiss laipsnj. Todl Sitokia lygtimi
apibudinami jvaius pavirSiai erdweje. TaSkai, esantys juose, turi du lasvaipsnius, arba, kitaip
sakant, pavirSiai yra dviparameteis tasky aibs: galima pavirSiy jsivaizduoti kaip deformuota plo-
kStuma ar jos dalj, o plokStuma yra dviparamedridvimae erdes tasky aie.

Jei noetume lygtimi uzraSyti kreive eréye, zr. 8 pav., vienos tokios lygties, matyt, nepakakty
- juk kreive galime gauti de | pavirSiai susikerta
kreive, toel kreives erdgje z lygtis F'(z,y,2) =

0ir G(z,y,2) = 0, aibes. ! icipui: kiekviena i
lygCiy i$ tasko(z, y, z), tenk

8 pav. Kreie erdweje

Pavyzdziai
1. Lygtis z = 0 yra plokStumogxy lygtis, nes ja tenkina visi taskéi:, y, 0), o jie uzpildo plokstu-
maOzy. Siuo atveju funkcijal’(z, y, z) = 2.
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2. Lygtys z = 0, = = 0 yra koordin&iy aSieOy lygtys. ISties, antroji iS lygiu G(z,y,2) =z =0
yra plokStumosDyz lygtis, taSkai, tenkinantys abidvi lygtis, guli abiejosekstumose vienu metu,
t.y., yra plokStumOzy ir Oyz susikirtimo taskai.

3. Sferos, kurios centras koorditig pradzios task&), o spindulysR, visi taskai(z,y, z) nutole
nuo to tasko atstumwk: +/x2 +y2 + 22 = R. Tai ir yra sferos lygtis, nes: visi sferos taskai
(z,y, z) tenkina Sia lygti; visi taskaiz, y, z), tenkinantys 3ia lygti, yra sferos taskai. Sios sferos
lygtis dazniausiai uzraSoma paprastesniu pavidalu:

P+ 2 = R

4. Prie Sios lygties pridje lygti = = 0, gautume sferos ir plokStuma@szy susikirtimo kreies lygtj.
Toji kreive - spindulioR apskritimas su centru koordi6ia pradZioje, gulintis ploStumoj@y.

Jei tartume, kad aplamai = 0, t.y. esame erdas ploStumojeDzxy, | sferos lygtj istatez = 0
gautume apskritimo lygti plokStumoje:

22+ = R?

5. Jei sferos centras ne koordang pradzios taske, o taske(xo, yo, z0), jos lygti gauname matuo-
dami sferos taskr, y, z) atstuma iki taska” (xq, yo, 20) (0 ne ikiO(0,0,0), kaip anksiau:

(z—20)” + (y — y0)* + (2 — 20)* = R®

6. F(z,y) =0, x,y € R—kreives plokStumoj&zy lygtis, 0 F(z,y) = 0, x,y, z € R— pavirSiaus,
gauto prie tos kreis taSkuy plokStumoje koordiGig pridejus bet kokia tréigja koordinate:. Taigi,

2?4+ —R*=0, z,y,2€ R

— cilindro, lygiagretau$)z asiai, lygtis, Zr. 9 pav.

Nagrirety pavyzdziy lygtyse paraSe nelygybes, Sitaip @ditume erdés tasSkus, esaius vie-
noje i$ pavirSiy pusiy.
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Pavyzdziai
1. Nelygyke =z > 0 reiSkia puserdes taskus, esaius virs plokStumo®xy.
2. Nelygyhke
(z =20+ (y —v0)* + (z — 20)* < R®

reiSkia spindulioR rutulio, kurio centras tasSk€'(xg, yo, 20 ), taSkus, jskaitant to rutulio sienos, t.y. ji
gaubiartios sferos, tasSkus.
3. Nelygyke

2 +y>—R*>0, z,y,2€ R

reiSkia ritinio (Zr. 9 pav.)iSars taskus, ritini ribojatio cilindrinio pavirSiaus taskai nejskaitomi..
Nelygyke
x2+y2—R2 <0, z,y,z€ R

reiSkia 9 pav. ritinio vidaus taskus, ritinj ribojéio cilindrinio pavirSiaus taSkai nejskaitomi.

2.2. Parametrines lygtys

LigSiol tiek pavirsiy, tiek kreiviy lygtis ra&m apribodami tasko koordidig kitimo laisve lygti-
mis.
Kitas budas "priversti" taSkéz, y, ) buti reikiamoje aileje - uzrasyti jo koordingy priklausomybe
x =xz(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v), u,v € R nuo papildomy kintamuyju, v, vadinamyparamet-
rais, tokia, kad, kintant parametrams, tasSkds, v), y(u,v), z(u,v) buty reikiamoje geometraje
erdwes ailgje. Tokios lygtyse = z(u,v),y = y(u,v), z = z(u, v) vadinamogarametriremis lygti-
mis
Siose lygtyse matome du parametrus, taigi, jos, matyt,aligipetes ailes, t.y., pavirdiaus lygtys.
Lygtysz = z(t),y = y(t),z = z(t), t € R reikSty vienparametre aibe, kreive.

Pavyzdziai
1.z = Rcost, y=Rsint,z =1, -7 <t<m

— spindulio R apskritimo, esatio plokStumojez = 1, kurio centras tasSk&, 0, 1), lygtis. Nesunku
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tai suprasti, nes
2% +y? = (Rcost)? + (Rsint)* = R?

2.x =Rcosu, y=Rsinu,z=v, -t <u<rm,veER

— spindulio R cilindro, kurio aSisOz aSis, zr. 9 pav., lygtis. ISties, dighnt parametra reikSmei
intervale—7 < u < 7, taSkast = Rcosu, y = Rsinu, esantisOzy plokStumoje, Bga spindu-
lio R apskritimu prie$ laikrodZio rodykle, o, augamtreikSmei, erdes taSkass = Rcosu, y =

Rsinwu, z = v kyla cilindro i5 9 pav. pavirSiumi.

3. £ = Rsinycosy, y = Rsinysingp,z = Rsiny, 7 < ¢ < 7, —7/2 < v < 7/2 — spin-
dulio R sferos, kurios centras koorditig pradzZios taske, lygtis. Parametry vaidmenyggferiniy

koordinaciykampaiy, v. ISties, tuomet

22 + %+ 22 = (Rsinvycos ¢)? + (Rsinysin p)? + (Rsiny)? = (Rcosy)? + (Rsiny)? = R?

4.x =x9+ Rsinycosp, y =yo+ Rsinysing,z = 2o+ Rsiny, 1 < p <m, —71/2 <y < m/2
— spindulioR sferos, kurios centras taSk&xg, yo, 20), lygtis. Nes dabar, Zr. praeita pavyzdj,

(z—20)+@W—w0)+(z—2)=...= R’

5. x = rcost, y = rsint, z = at, t € R. Tai —sraigtineés kreiesparametries lygtys. Ji guli
spindulior cilindre, Zr. 9 pav. ISties, jei nekreiptumemesio j aplikate, (z = rcost, y = rsint)

buty apskritimo i$ pirmojo pavyzdzio taSkas. Bet, auganapeetruit, koordinak z = at kinta (auga
jeia > 0ir maZzja jeia < 0), todel taSkas(x = rcost, y = rsint, z = at) juda paveikstlyje

pavaizduota spirale atitinkamai aukStyn arba zemyn.
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9 pav. Sraigtie kreiw ir cilindrinis pavirSius
5. Tieses, einatiuos per koordin&y pradzios taSka, paramegm lygtys:
r=at,y=>bt,z=ct, t € R.

ISties Sis taskas yra vektoriatig, b, ) virSune, kintant parametrui, jis juda tiese, kurioje guli vek-
torius (a, b, c).

6. Parametrigs lygtys su dviem parametrais:
z=vf(u), y=wvg(u),z =vh(u), u,v € R.

Vadinasi, tai — pavirSiaus paramegmlygtys. Pabandykime iSsiaiSkinti, kokio pavirSiaus.

Isivaizduokime, kad reikSme nekinta, uzfiksuota. Tada tasSkas= vf(u), y = vg(u),z =
vh(u)), kintantu, juda kreive erdgje, tokia, kokia pavaizduota 8 ar 10 paia ji pazyneta raidey.

Jei fiksuotau reikSme, o kinta, kaip matyti iS iS 5-to pavyzdZio, task&s = vf(u),
vg(u), z = vh(u)) judatiese, einaiia per koordinéiy pradzia (tiese, kurioje guli vektorig (u
Vadinasi, pavirSius —lkgis, koks pavaizduotas 10 pav.

Y
);
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10 pav. Kigis

2.3. Tiesiy ir plokStumuy lygtys

Bendrosios plokStumos ir tiegs plokStumoje lygtys

Zinome, kad funkcijaf (z,y, z) = ax + by + cz yra kintamyjyz, y, z tiesire funkcija, tocel
lygtis ax + by + cz = d vadinamatiesine lygtimi

Tarkime, kad plokStum# eina per taSka/y(xo, yo, z0) ir yra statmena vektoriui = (a, b, ¢),
vadinama plokStumosormaliuoju vektoriumiarbanormale Akivaizdu, kad Zinodami plokStumos

_>
tasSka ir jai statmena vektoriy, plokStuma apiieme vienareikSmiskai. TuometMy= (xo, yo, 20)-
—
Tegul M (z,y, z) - bet kuris plokStumos taskas. Tuomet vektoriugM visuomet yra statmenas
—
plokStumosP normalei. Vadinasi, vektoriQ M= (z,y, z) ir i = (a, b, ¢) skaliarire sandauga lygi
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nuliui:

Koordinaémis:
(x —z0)a+ (y —yo)b+ (2 — 20)c = 0,
arba
ar+by+cz+d=0, d=—axg— byy— czg.

Si lygtis vadinamaendraja plok$tumos lygtimi

Pakartoje visus samprotavimus tiesei plokStumoje, gvisekes normaéss = (a,b), kaip stat-
meno tiesei vektoriaus, savoka, visiSkai analogiSkangane bendraja tiegs lygti

ar +by+c=0,

Ciac = —axg — byo, Kur My(zg,yo) — i8 anksto Zinomo ties tadkas. Si lygtis bendraja va-
dinama toél, kad tokiu pavidalu galime uzraSyti bet kokios &eglokStumoje lygti, tame tarpe ir
lygiagretios Oy aSiai tieg@sx = cx*, ko negalime padaryti naudodami mokykloje jprastegidygties
pavidalay = kx + b.

kaip matome, ir plok§tumos, ir ties plokStumoje lygtys yra tiess.

Pavyzdys
Raskime plokStumos, einéios per taska/y(1, 2, 3) ir lygiagretios plokStumaic — y + 5 = 0 lygti.
O PlokStumosr — y + 5 = 0 normalusis vektorius yrd = (1, —1,0), jis tinka kuti ir ieSkomosios
plok§tumos normaliuoju vektoriumi. Taigi, ieSkomosioskditumos lygtist — vy + d = 0, jstate
plokStumos taskd/,(1, 2, 3) koordinates, randamé= 1. vadinasi, ieSkomos plokStumos lygtis yra
r—y+1=0.6¢

Parametrinés plokStumos lygtys
Tarkime, kad plokStum& eina per taska/(xo, yo, z0) ir yra Zinomi du jai lygiagrais nekoli-

neais vektoriaisl — (I1,m1,n1) ir s2 = (l2, ma, n2). Suprantama, kad Sitokiy duomeny pakanka
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plokStumai vienareikSmiskai apibfti.

_)
Jei M (x,y, z) — bet kuris plokStumog taSkas, vektoriud/oM yra plokStumojeP ir gali buti
iSreikStas vektorilg, s5 tiesiniu dariniu:
—
MoM= t151 + t255.
IS Cia plokStumosP parametrires lygtis

r — Xy —= tlll + tglg,
Y — Yo = timy + tama,
z— 20 =tiny + tano, t € R.

Parametrinés ir kanonines tiegs erdweje lygtys

Tarkime, kad tiee T" eina per taska/y(xo, yo, z0) Ir yra lygiagreti vektoriuis = (I, m,n), vadina-
_)
mamtieses krypties vektoriumiTada bet kuriam ties 7" taSkui M (z, y, z), vektoriai AM (ir) 7
yra lygiagrets. Taigi,
_)
MyM=1ts, te R

IS Cia gauname tiesT parametrines lygtis
T — xo = tl,
Y —yo =tm,
z—zy=1tn, tER

Kiekvienoje i$ lygiy iSreiSke patrametrair tas iSraiSkas sulygine, gaunaikenonines tiess erdeje
lygtis:

rT—To Y—Y 22— %0

l m n
Kanonires tiegs erdeje lygtys yra dvi:

x—wozy—yo y—yozz—zo

l m ' m n
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Pertvarke jas jprastu pavidalu, gautume dviejy plak&tibendrasias lygtis, tik pirmojoje koeficientas
prie kintamojoz, 0 antrojoje — prier lygus nuliui. Vadinasi, kanon#as tiegs erdeje lygtys - dvieju
plokStumuy, kurios kertasi tiese, lygtys.
Sitaip tie® erdwje gali uti apibizta ir bendruoju atveju:
a1x + by +ciz+dp =0,
asx + boy + coz + do = 0.

Sios lygtys reiSkia tiese eréje, jei jomis aprasomos dvi plokstumos kertasi, t.granlygia-
gretios. Tai reiSkia, kad jy normaliy vektoriaid; (a1,b1,c1) ir na(ag, be, c2) nera lygiagrats, ju
koordinaés rera proporcingos. IS tiesds algebros kurso Zinoma, kad tokiu atveju i$ ty koor@lipa
sudarytos matricos rangas lygus dviem:

'y

Tuomet Sia dviejy ploks
ncias kanonines arba ps

11 pav. Tieg plokStumoje

VisiSkai analogiSkai, kaip gavome kanonines giegreje lygtis, galime gauti Sitokj ties plokStu-
moje lygties pavidala:
T—%o _Y—Yo
l m
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Pazyneéjea = m, b = —1, gauname tig=s plokStumoje lygti
a(z — o) +b(y — yo) = 0,
arba, bendrosios ties lygties pavidalu,
ar+by+c=0, c=—azxy— byy.
Tarkime, kadh # 0, tada tiegs lygtj galima uZraSyti Sitaip:
y=kr+m, k=——b=—-.

Koeficientask = tan ¢ vadinamagiess krypties koeficienttKampas tarp dviejy tiesiy = k1x +
mq it y = kox + mo plokS§tumojey = g9 — 7 ir gali buti apskaiuotas taip:

tan«pg—tangpl o k‘g—k‘l
1 +tanpitangy 1+ kiky

tany =

Tieses yra statmenos, kai= g arbatan v = oco. Taigi turimel + k1 ko = 0 arba

1
ky = T
Tieses yra lygiagréios, kaiy = 0, t. y.
k1 = ko
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12 pav. Kampas tarp tiesiy plokStumoje

Kampas tarp dviejy plokStumu

Dvieju plokStumuy sudaromas kampas lygus jy normaligktoriy (normaliy) sudaromam kam-
pui. Tarkime, kad turime dvi plokStumag, ir P, mo ju normalieji vektoriai yrai; (a1, b1, cy) ir
fia(ag, ba, c2). PlokStumuyP; ir P, bendrosios lygtys yra

ax+by+ciz+d =0,
asx + boy + coz +do = 0,
o0 kampo tarp normaliyjy vektoriy kosinusas
aras + biby + ci1eo
\/a12 + b12 + 12 X \/CL22 + b22 + c?

cos p =

Vadinasi, plokStumos statmenos tada kai

a1a9 4+ biba + c1co =0
PlokStumos yra lygiagigos, kai ju normalieji vektoriai yra lygiagnes, o tokiy vektoriy koordinas
proporcingos. Vadinasi, plokStumuy lygiagretumo salyga

a_b_a
as N bg N C9
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Pastaba Kampas tarp tiesiy plokStumoje, kai turime jy bendrgadigtis, gali lnti randamas
visiSkai taip pat, kaip tarp plokStumuy eigje — kaip kampas tarp tiesiy normaliy.

2.4. |vairiai apibr ezty tiesiy ir plokStumuy lygtys
Yra zinomi du tieses taskai

Tiesei apilndinti pakanka Zinoti du jos taSkus. ParaSykimedsesrdegje, einagios per du tas-
kus M (z1,y1,21) It Ma(z2,y2,22), lygtis. Akivaizdu, kad tiess krypties vektoriumi gali dtti
§:M7W2: (x9 — x1,y2 — Y1, 22 — 21). Tuomet galime parasyti tiés kanonines lygtis, duotuoju
tieees taSku pasirinke bet kurj viena is dvieju Zinomy ta§savyzdziui, M (x1, y1, 21):

r—rn  Yy—-lyy 22—z

T2 — X1 Y2 — U1 zZ2 — 21

Pasirinke taska/s(x2, y2, 22), gautume kitokias, bet ekvivaléias pirmosioms tiess lygtis:

T—T2 _ Y—Y2 _ 22—

T2 — 21 Y2 — Y1 22 — 21

Yra zinomi trys plokStumos taskai

Tarkime, kad plokStuma eina per tris taskus (x1, y1, 21 ),

My (x9,y9, 22), M3(x3,ys3, 23). Jei jie neguli vienoje tiege, to pakanka plokStumai apithinti vie-
nareikSmiskai. JeM (z,y, z) — bet kuris plokStumos taskas, vektorMTM, Mj/[g ir Mj\fg yra
duotosios plokStumos vektoriai. vadinasi, jy miSriojndauga lygi nuliui:

— — — r—a y—u Z—z
<M1M, MlMQ,M1M3> = | T2 —T1 Y2 —Y1 <2 — %21 =0.
I3 —T1 Y3 —Yr 23— %1
ISskleide determinanta pirmaja eilute ir algebriSkaivarke reiskinj, gautume bendraja plokStumos
lygtj.
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Yra zinomi plokStumos susikirtimo su koordinaciy aSimis taskai

Tarkime, ploStuma kerta koordiéig aSis tasSkuose, 0,0, 0,b,0 ir 0,0, ¢, Zr. 13 pav.

13 pav. Zinomi plokstumos susikirtimo su koordingasimis taskai

Tada jos lygtis, duotuoju tasSku pasirinkus tagk, 0, yra
r—a Yy =z
—a b 0]|=0
—a 0 ¢
ISskleide determinanta pirmaja eilute ir sutvarketilygauname:
Y

T z
—-—4+>-4+-=1
a b ¢

AnalogiSkai gauname ties i5 11 pav. lygti

k
m m
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2.5. Kampas tarp tiegs ir plokStumos
Tarkime, tieg erdeje duota kanonine lygtimi

T—To Y—Yo 22— %0

l m n

o plokStuma — bendraja lygtimi:

axr+by+cz+d=0.

Tuomet Zinome plokStumos normatga, b, c) ir tieses krypties vektorig(l, m,n). Kampo tarp
tieses ir plokStumosy bei kampo tarpi ir §¢ suma lygir, vadinasi

al +bm +cn

sina = cos =

VaZz + 2+ 2 - VI2+m2+n?

14 pav. Tieg, kaip plokStumy susikirtimo tiés
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Tarkime, kad ties duota kaip dviejy plokStumu susikirtimo tegr. 14 pav.:

a1x +biy+ciz+dp =0,
asx + boy + coz + do = 0.

Tada vektoriumk galima uti Siy plokStumuy normaliyjy vektoridy = (a1,b1, c1) ir iy = (ag, be, c2)
vektorire sandauga
i j ok
§:ﬁ1><ﬁ2: ay b1 &1
az by co
ISskleide determinanta pirmaja eilute, rastumeetidarypties vektoriaug koordinates — jos ly-
gios pirmosios determinanto eigg elementy adjunktams. JraSykime j pirmaja deteamia eilute
treCios plokStumosix + by + ¢z + d = 0 normaks koordinates ir pareikalaukime

a b ¢
aq bl C1 =0
ag by c

Dabar vektoriys'ir 7(a, b, ¢) skaliarire sandauga lygi nuliui, vadinasi jie statmeni. Vadinasigti
lygiagreti plokStumaux + by + ¢z + d = 0. Gavome tiess ir plokStumos lygiagretumo salyga, kai
tiese duota kaip dviejy kity plokStumy susikirtimo tes
2.6. Tasko atstumas iki plokStumos ir tiegs
Tarkime, kad plokStumos duota bendraja lygtimi

ar +by+cz+d=0

Raskime taskal/ (z,y, z) atstuma nuo Sios plokStumos. Tarkime, kad Zinome plokdtutasko
My (x0,y0, z0) koordinates. Pavadinkime taskd (x,y, z) projekcija plokStumojeN (xx, yx, zx),
Zr. 15 pav.
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15 pav. Tasko atstumas iki plokStumos

Akivaizdu, kad taska/ (z, y, z) atstumas iki plokStumos
— —
| NM | = |rige MoM |,

kur 77y yra vektoriausi vienetinis vektorius (lygiagretusg, bet vienetinio ilgio vektorius). Vadinasi,

Apskatiuokime skaliaring sandauga

1
WW’C)) © (@ =70,y — Yo, — %) =

a(x —xo) +b(y —yo) + c(z — 20)  ax + by + cz) — (azo + byo + c20)

TaskasM yra plokStumos taskas, taigi, jo koordiaatxo, yo, z0) tenkina jos lygti:

—)
ﬁo‘ M()M: <

axo + byo + czg = —d

. Vadinasi, taska\/ (x, y, z) atstumas iki plokStumos lygus
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laxz + by + cz + d|
N
VisiSkai analogiskai, plokStumos taskd(x, y) atstumas iki tiess, duotos bendraja lygtimiz +
by + ¢ =0, lygus

H
| NM | =

ez, +byr + |
V@R

PanaSiai apskéiuojamas atstumas tarp dviejy nelygiduetiesiy erdeje. Jei jos duotos kano-
ninemis lygtimis

h

=210 _Y—Yo 2~ %10
I my ny

T —T20 Y —Y0 2 220

lo ma no

)

0 juy krypties vektoriaki (11, m1, ny) ir s3(l2, mo, no) nelygiagretis. Vadinasi, taskak/; (x10, 10, 210)
yra pirmosios ties Igus vek-
toriaus sy x s Vi€ liui, zr. 16

pav.

16 pav. Atstumas tarp nelygiagia tiesiy
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Turime:
— — —

‘(MQMlv 51, 82)

d=

|§1 X §2|

—)
Cia (Mo My, 51, §9) — trijy vektoriy miSrioji sandauga.
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Skyrius 1

Elipse, hiperbole ir parabole

Skyriuje pateikiama Kestio KarCiausko i$ Vilniaus universtiteto Matematikos ir Infornkat fa-
kulteto paskaity konspekto medziaga.

1. Elipses ir hiperboles apibrezimas

Tarkime plokStumoje yra fiksuoti du taskaj ir F», kurie vadinam#idiniais. Bet kokiam taskuil/
atstumus iki ZidiniyF} ir F, Zymime atitinkamairy ir ro, t.y. 1 = |F1 M|, 7o = |F>M]| (Zr. Pav.
1.1). Atstuma tarp Zidiniy pazymini:, ty. |F} F»| = 2¢. Dar yra fiksuojamas teigiamas s&iais,
kuris Zymimaga.

Apibr éZimas 1 Tarkimea > c. Elipse vadinama ai plokStumos taskiy/, kuriy atstumu iki Zidiniy
suma yra pastovi ir lyga, t.y.
r+ 1o =2a.

Apibr éZimas 2 Tarkimea < c¢. Hiperbole vadinama aib plokStumos taskiy/, kuriy atstumuy iki
Zidiniy skirtumo absoliutus dydis yra pastovus ir ly@ust.y.
|r1 — o] =2a.
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T2

T1 F2

Fy

!

1.1: Kreives zidiniai
Jei Zidiniai sutampa, t.yi, = F5, elipses atveju gauname apskritima su cerfibei spinduliu

Skatiuse = < vadinamas kre®sekscentricitetu S apibezimo seka, kad
e elipsei0 < e < 1ir tik apskritimui (F} F| = 2c =0) e = 0;

e hiperboleie > 1.

2. Kanonine koordinaCiu sistema bei kanonires elipgs ir hiperboles
lygtys

Mes jau tur lut jprate, kad sprendimui (pratimui pratybose ar kokagrhantreses problemos gvil-
denimui kompiuteriu) geometriniai duomenys (taskai, itidggtys ...) gaunami koordinatiniame
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pavidale. Tai reiskia, kad jau yra fiksuota koordiasistema, patogi duomenuy pateikimui (pavyz-
dZiui monitoriaus koordingy sistema). Darbo rezultatus dazniausiai reikia pét8i&je koordina-
Ciy sistemoje. Teoriniam kreiviy (elips, hiperbads) tyrimui "vartotojo" sistema yra nepatogi. &bd
pradire vartotojo sistema0,, ;¢ Tvart Yoart Paketiamakanoninekoordin&iy sistemaO ., T kanYran
(Zr. Pav. 1.2), kuri sudaroma gana paprastai:

e kordin&iy pradziaOy,,, yra atkarpod: F; vidurys;
e aSisx;,, eina per zidinius; jos teigiama kryptis nukreipta nkiolink Fs;
e aSisy;,, statmena aSiat;,, .

Kanoning koordinéiy sistema Zyrasime tiesiogDzy. Sioje koordindiy sistemoje
Fi(—¢;0), Fa(c;0). Tocel bet kokiam taskuiV (x; y) teisinga

r=vV(@+c)?2+y? r=(@-c)?+y%

Istate Sias iSraiSkasrj + o = 2a arbalr; — r2| = 2a gauname atitinkamai elips ir hiperboks
"lygtis". Taip sudarytus reiSkinius nekuklu paskelbti ikig lygtimis nes ju analizia forma yra
komplikuota ir nepritaikyta efektyviam kreiviy tyrimuSiy reidkiniy prastinimas yra gana paprastas
ir primena i$ mokyklos laiky Zinoma irracionaliy §y prastinima:

(1) pradinj reiSkinj paraSome pavidale
Vie+e)2+y2=2a—/(x—c)2+ 42 (elipsei),
VE+eo?+y?=42a++/(x—c)2+y? (hiperbolei)
ir keliame kvadratu;

(2) gauta iSraiSka suprastiname ir, palike defimpugje tik kvadrating Saknj, dar sykj keliame
kvadratu;

(3) Siek tiek pasikuite su gana paprastom iSraiSkom, abiatlipses ir hiperbokés — atvejais gau-
name
(2 —a®)a? — a®y? = d*(? — d?) ; (1.2)
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yvart“

Ovart Lyart

1.2: Kanonie koordin&iy sistema

(4) pazyneje
b =a?— % elipsei, (1.2)

b?> = c? —a® hiperbolei, (1.3)
bei padalije lygti (1.1) i$ jos deSiniosios f@ss gauname elips ir hiperbads kanonines lygtis.

Elipses kanonig lygtis

1‘2 y2

2 + i 1. (1.4)
Hiperboks kanonig lygtis

1‘2 y2

Kanonires lygtys (1.4), (1.5) yra paprastos ir patogios tolimasnkaeiviy tyrimui. Bet liko
vienas kabliukas, kuris formaliai dar neleidzia jas vaidiniviy lygtimis — mes tik parodme, kad
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V3

1.3: Elip ir jos virdunes

elipses ar hiperbals tasko koordinas tenkina atitinkamos kra#¢ kanonine lygti. Bet gal yra tokiy
tasSku, kuriy koordinas tenkina kreigs kanonine lygti, bet jai @i nepriklauso?! Mokyklig
irracionaliy lygtiy prastinimo patirtis, keliant jas kvadratu, &g kad i$ tikro taip gali bti. Lai-
mei, Sito neatsitinka. Tai bus gana greitai jrodyta. Bdauledami Sio formalaus patvirtinimo jau
dabar istirsime elipss ir hiperboés forma.

3. Elipses formos tyrimas

Kadangi

taSkasM’(—x,y), simetriSkas elipss taSkuiM (z,y) atzvilgiu y aSies, taip pat priklauso elipsei.
AnalogiSkai gauname, kad asSis irgi yra elipgs simetrijos aSis, o koordit@g pradZia — elipss
simetrijos centras. Taigi uztenka istirti elgssforma pirmajame ketvirtyje. Jame elipga funkcijos
y = 2v/a2 — 22 grafikas. Jo forma tiriama pasitelkus iSvestines. Tyrinzuiltata matote Pav.1.3.
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1.4: Hiperboés virdines ir asimptats

TaskaiV, = (—a;0), Vo = (a;0), V3 = (0;—b), V4 = (0;b) vadinami elipgs virSunemis
Atkarpal; Vs, yra elipgesdidZioji asis, o3V, —mazojiasis.

4. Hiperboles formos tyrimas; asimptoes

Kaip ir elipses atveju, jrodome, kad ir y yra hiperboks simetrijos asys, o koordi¢ia pradzia —
simetrijos centras. Tad uztenka iStirti hiperb@s forma pirmajame ketvirtyje. Jame hipekbgta
funkcijosy = 2v/z% — a2 grafikas. Jo forma tiriama naudojant iSvestines. Tyrimailtaa matote
Pav. 1.4.

TaskaiV; = (—a;0), Vo = (a;0) vadinami hiperbadsvirSunemis Atkarpal; V5 yra hiperboés
realioji aSis.

Atidesnis studentas turb pajuto, kad Pav. 1.4 yra informacijos, kurios sekdamidikestiniy
Zenklus, negautume — hiperbol'keliaudama j begalybe", &ja prie dviejy tiesiy. Formuluojame
Sia savybe tiksliau.

Apibr ezimas 3 Hiperboles asimptdatmis vadinamos tiés, kuriy lygtys kanongje koordinaciy sis-
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1.5: Artejimas prie asimptets

temoje yray = b ir y = —ba.

Pazynekime M ir K atitinkamai hiperbas bei asimpt@s tasSkus pirmajame ketvirtyje, kuriy
pirmoji koordinag yraz (zr. Pav. 1.5). Kadangl/ = (z; V22 — a?), K = (z, 22)ir Va2 —a? <
x, taSkasM yra Zemiau asimptésy = 395 Beto

b b ab
ME|=2e- V2 —2=— ¥
| | a a x+ Va2 —a?

Todel | M K| monotoniSkai adja j 0.

5. Jungtine hiperbole

Hiperbok, jungtiné hiperboleii—j — Z—j = 1, apibeziama lygtimi
x2 y2
a? b2

Jungtires hiperbads asimptats sutampa su originalios hiperbslasimptamis (zr. Pav. 1.6). Tai

Irodoma labai paprastai. Nepraleiskite Sio jrodymo,jaese naudojamas koordiéia asSiy sukeitimo

principas labai pravers sprendziant daugelj uzdaviniy.
43
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N\

Jrodymas.Padauginge jungties hiperbads lygti iS—1 ir pazynejex = ¢/, y = 2’ gauname
x/2 y/2
R

Si lygtis yra jungtires hiperbaés kanonig lygtis kanonireje koordinaiy sistemojer’y’. Todel jos
asimptoes nusakomos lygtimig' = =¢2’. Grizus jzy koordind&iy sistema Sios lygtys jgyja pavi-
dalay = igw.

6. Hiperboles asimptotire lygtis

Kadangi
2 2
e -GGy
2

hiperboks Iygtjz—j — 4 = 1 galime paraSyti pavidalg, L, = k, kur Ly = 0, Ly = 0 yra asimpt@iy
lygtys, ok — nenulire konstanta. Sia asimptoting hipe@®llygties forma vartojame, kai Zinome
hiperboks asimptotes. Konstantarandame naudodami papildoma uzdavinio salyga.
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7. Kreives tasko atstumai iki zidiniy

Tarkime plokStumos taskd/(z; y) koordinagés tenkina elipss arba hiperbék kanonine lygti. Pa-
rodysime, kad taskas! priklauso elipsei arba hiperbolei.

PradZzioje suskaiuojame atstuma; = |F; M |. Tai darome vienu metu abiem kréms (virSuti-
nis Zenklas elipss lygties atveju, apatinis — hiperbe). Kadangi

b? a’® T b?
r%:(m+c)2—|—y2:3:2—1—2xc—|—024:?(x2—a2): ;;

22 + 2zc + & + b2,
=e? + 2rea + a* = (ex + a)?,
r1 = |ex + a|. Panasiai gauname = |ex — al.
e Elipsés lygties atvejisKadangie < 1ir —a < z < a, tairy = ex + a, ro = a — ex. Todel
r1 + ro = 2a.
e Hiperboks lygties atvejisSiuo atvejue > 1.
(1) Jeix > a, tairy = ex + a, r9 = ex — a. Todelr; — ry = 2a.

(2) Jeix < —a,tair, = —ex —a,r9 = —ex + a. Todelry — ry = —2a.

8. Elipses ir hiperboles direktrises

Apibr eZzimas 4 Elipsés (hiperbads) direktrise, atitinkancia ZidinF (—c; 0), vadinama ties, api-
breziama lygtimiz = —%; direktrise, atitinkancia ZidiniF»(c;0), vadinama ties, apibeziama
lygtimi z = <.

Kadangi apskritimee = 0, jis direktrisiy neturi (noralas— matematikoje, kaip ir daugelyje
kity gyvenimo srtiy, nevisada naudingaub labai apskritam). Elipss bei hiperbas direktrigs
pavaizduotos Pav. 1.7, 1.8.

Teiginys 1 Bet kokiam elipas (hiperbads) tasSkuil/ atstumo iki Zidinio santykis su atstumu iki ta
zZidinj atitinkancios direktrigés yra lygus ekscentricitetui
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1.7: Elips ir jos direktrigs

h
/

a
e

d
2
)

e

€Tr =

1.8: Hiperbok ir jos direktrigs
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Irodymas.Kreives taskal/ (z; y) atstuma iki zidinioF; Zzymimer;. Preitame skyrelyje ircgme, kad
r1 = |ex + a|. TaSkoM atstuma ikiF; atitinkartios direktri@sz = — ¢ pazynekimed;. Kadangi
dy = |z + %[, gauname

1 lex+a|l lex+al

d e+ Yew+al

Kitam zidiniui F, panaSiai gaunam?2 =e.
Nesunkiai jrodomas ir atvirkstinis teiginys. Jrodymeafeidziame, nors patj teigini naudosime
sprendziant uzdavinius.

Atvirkstinis teiginys 1 Tarkime plokStumoje yra fiksuotas tasSkadbei tie®, neinanti per Sj taska.
Taip pat yra fiksuotas teigiamas skaiCies Bet kokiam plokStumos tasSklii atstuma iki taSkaF’
pazynekimer, o atstuma iki fiksuotos ties pazyrekimed. PlokStumos taskai, kuriems = e
sudaro

e elipse, jeie < 1;
e hiperbole, jeie > 1.

Be to, taSkad" yra vienas iS kreigs zidiniy, fiksuota tiés— tg Zidinj atitinkanti direktrig, o teigiamas
skaiCiuse — kreives ekscentricitetas.

9. Paraboks apibrezimas bei kanonire lygtis

Plokstumoje fiksuojamas task&s kuris vadinamas Zidiniu. Taip pat fiksuojama &eseinanti per
Zidinj F. Si tiee vadinama direktrise.

Apibr ezimas 5 Parabole vadinama a# plokStumos tasky, vienodai nutolusiy nuo Zidinio bei di
rektrises.

Bet kokiam plokStumos taskui/ atstuma iki zidinioF' zymimer, o atstuma iki direktriss
Zymimed (zr. Pav. 1.9). Parabole sudaro taskaj kuriemsr = d. ParaSg Sia salyga paviddle= 1
bei turedami omenyje Teiginj 1, parates ekscentricitetu galime deklaruoti skiail.
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1.9: Parabds apibezimas

Parabaks kanonie koordin&iy sistema sudaroma gana paprastatasis yra ties, einanti per
Zidinj F' bei statmena direktriseic-aSies teigiama kryptis — nuo direkess link Zidinio. y-aSis yra
statmenar-aSiai ir dalija atkarpa tarp zidinio bei direkteis pusiau (Zr. Pav. 1.10).

Pazynekime atstuma tarp Zidinio bei direktes raidep (p > 0). Gauname, kad kanorén
je koordin&iy sistemojeF'(%;0), o direktries lygtis yraxz = —£. Todel taskui M (xz;y) turime
r=/(x—5)2+y2 d = |z + &|. Palkele salygar = d kvadratu, po keliy aritmetiniy veiksmy
gauname parabas kanonine lygti

y? = 2pa.

Visi pamireti veiksmai yra nesutingi. Tockl, atliekant veiksmus atvirk$a tvarka, lengva patikrinti,
kad tasSkas, kurio koordinas tenkina lygtj (9.), priklauso parabolei.

Panasiai, kaip eligs ar hiperb@s atveju, gauname, kadaSis yra parabek simetrijos asis.
Todel parabads forma tiriame tik pirmame ketvirtyje, kur ji yra funke§y = /2px grafikas. Ty-
rimo rezultata matote Pav. 1.10. Tai gerai iS mokyklosyaiknomas kvadratinio trinario grafikas,
pasukta®0 laipsniy. Taska¥", kuriame simetrijos aSis kerta parabole, vadinamas pé&abirSune
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1.10: Kanonii parabats koordinaiy sistema
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1.11: Kreiwes liestire

10. Kreives liestire

Kreives liestine taSkel vadiname kirstiniyd M ribine packti taSkuiM artejant j A (zr. Pav. 1.11).
Sis apibeZimas pasufleruoja paprasta liestiniydiygradimo uda:

e randamas Kirsties AM krypties koeficientasn;
e ieSkoma krypties koeficientm ribam,.;, kai M arteja j A;
e liestines tasked(zo; yo) lygtis paraSoma pavidale

Y — Yo = myip(2 — o)

ir, kiek jmanoma, suprastinama.

11. Elipses ir hiperboles liestires

Elipses ir hiperbats lygti paraSome pavidaifg%r%2 = 1. Elipses atvejup = a?, ¢ = b?; hiperboks
atveju:p = a?, ¢ = —b?. Kreives liestires tasked (xo; yo) lygti ieSkome naudodami ka tik pateikta
schema. Gretimo taSkt/ koordinates pazymimer; yi ).
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e Kirstines AM krypties koeficientas: yra Iygusyl;yg. TaskaiA ir M priklauso kreivei, todl

r1—T
2 2
X
20 4 Yo _ 1,
p q
2 2
X
I Y
p q
Ateme i$ antrosios lygties pirmaja gauname
qr1+ 2
m=—=-——.
P y1+ Yo
e |S Siosm iSraiSkos seka, kad
. q To
lim m=—-—=-—
M—A P Yo
e Lygt]
q To
y—yo=———/(x— )
P Yo

paraSome pavidale

p 4 p q
Pasinaudoje pirmaja (1.6) lygybe, gauname liestitygt;

Tor L Yoy _
p q

Elipses liestires lygtis yra

ToT Yoy _

a? b2 '
hiperboks liestires lygtis yra

ToT Yoy _ 4

a? b2 '
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12. Paraboks liestires

Paraboés liestires taskeA(xo;yo) lygti ieSkome naudodami ta p@ schema. Gretimo taSkd/
koordinates pazymimer; y ).

e Kirstines AM krypties koeficientasn yra Iygusﬁ. TaSkaiA ir M priklauso parabolei,

todel ,
= 2px,
Yo (1.10)
yi = 2px1.
Ateme iS antrosios lygties pirmaja gauname
2p
m = .
Y1+ Yo
e IS Siosm iSraiSkos seka, kad
lim m = L .
M—A Yo
e Lygti
y—yozﬁ(ﬂc—xo)
Yo
parasome pavidale
Yoy — Y3 = pT — pao -
Pasinaudoje pirmaja (1.10) lygybe, gauname liéstitygti
Yoy = p(z + o). (1.11)

Atkreipkite cemesj, kad nenaudojome salygos- 0 — parabad gali kuti nukreipta ir "kaien".
Jei parabais lygtis yraz? = 2py — "mokyklinis" atvejis, kai parabeél nukreipta "auktyn" arba
"Zemyn" — liestires lygtis parab@s taskeA(xo; yo) yraxzor = p(y + yo) (irodoma analogiskai).
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1.12: Elip®s (liestires) optire savyle

13. Elipses ir hiperboles optines savyles

Teiginys 2 Bet kokiam elipas (hiperboks) tasSkuid atkarposFi A ir F» A sudaro lygius kampus su
liestine taSkeA.

Irodymas. Jrodysime, kad iy kampy sinusai yg, ty. ¢ = 2 (zr. Pav. 1.12, 1.13). Skaant
atstumus nuo zidinig (—c; 0), F(c;0) iki liestines 5 + ¥ = 1 taSke A(xo; yo), panaudoje
¢ = ea, gauname

d_|—%—1|_ lexo + al

1= 22 2 - 22 y2’
Ao ofded
1o — 1 lexo — al

dy = —2 = .
2 |y

2 2 2
0 Zo Y%
+ 51 a a_4+b_4

(=

d1
1

Kadangir, = |exo + al, 7o = |exo — al, lygybe & = 2 nekelia abejoniy.
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1.13: Hiperboks (liestires) optire savyle
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1.14: Parabds (liestires) optire savyle

14. ParaboEs optires savyles

Teiginys 3 Bet kokiam parab@s tasSkuid atkarpa F'A ir simetrijos aSis sudaro lygius kampus su
liestine taSkeA.

Jrodymas. Liestines taskeA(xq;yo) sankirta su simetrijos aSimi pazynekime K (Zr. Pav. 1.14).
Jrodysime, kad AF| = |K F|.

Liestines yoy = p(x + zo) ir z-aSiesy = 0 sankirta yra taska&((—xz¢;0). Jo atstumas ki
Zidinio F'(£;0) yraxg + £. Kadangi|AF| lygus atstumui nuo! iki direktrisesz = —£, gauname
|AF| = zo + &. Tockl [AF| = |KF|.

15. Pratimai bei uzdaviniai
Skyriy baigiame charakteringy Sios dalies uzdavinikiriiu.
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1. Rasti elipges kanonine lygti, jei atstumas tarp Zidirtigo atstumas tarp direktrisilﬁ%.

2. Rasti hiperbas kanonine lygtj, jei asimpéiy lygtys yray = i%m, o atstumas tarp direktrisiy

(=2}
(SN

3. Elipses Zidiniai yra(1; 3) ir (3,1), o ekscentricitetas Iygu@. Rasti jos:

1) lygti;
II) kanonine lygti.

4. Elipses zidinys yra(3;0), o ji atitinkanti direktri# « + y — 1 = 0. Rasti elipgs lygtj, jei jos
ekscentricitetas Iygu;

5. Rasti elipgssz? + 9y? — 30z + 18y + 9 = 0 Zidinius ir juos atitinkaliias direktrises.
6. Rasti elipgs9z2 + 5y? — 18z — 30y + 9 = 0 Zidinius ir juos atitinkaliias direktrises.
7. Rasti parab@sx = 2y? — 12y + 14 Zidinj ir direktrise.

8. Rasti hiperbas lygti, jei Zinomos jos asimp@$z — y + 1 =, 2z +y — 1 = 0 bei jos taSkas
(3;1).

9. Rasti kreies kanoning lygti, jei simetrijos aSys sutampa su koatitiamis asimis ir ji eina
per taskug1; —2), (2; 3).

10. Rasti elipésg—; + % = 1 liestines, lygiagréias tieseilz — 2y + 23 = 0.
11. Rasti hiperb«'ﬂs% — % = 1 taSka artimiausia ties8ix + 2y + 1 = 0.
12. Rasti parabéky? = 5z liestines, iSvestas per taska 9).

13. Parabal y? = 2pz lieCia tieser — 2y + 4 = 0. Rasti jos lygti.

14. Elipses simetrijos asys sutampa su koordiratiis asSimis. Elips eina per taskéd; —1) ir
lieCia tieser + 4y — 10 = 0. Rasti jos lygti.

14. Kreives simetrijos adys sutampa su koordiratiis adimis. Zinomos dvi jos liesés3z —
2y — 20 =0, z + 6y — 20 = 0. Rasti kreies lygti.

15. Elipses Zidiniai yra(—3;0), (3;0). Zinoma jos liesti@ 2z — y — 5 = 0. Rasti elipgs lygti.
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Skyrius 2

Antros eilles kreives

Skyriuje pateikiama Kestiio KarCiausko i$ Vilniaus universtiteto Matematikos ir Infornkat fa-
kulteto paskaity konspekto medziaga.

1. Koordinaciy sistemos transformacija

Antrosios eiks kreiviy lygtis prastinsime keisdami (transformuodakuording&iy sistema. Prisi-
minkime svarbiausius plokStumos &i@kampiy koordindiy sistemuy transformacijos momentus.

Apibr ezimas 6 Koordinaiy sistemo®xy ir O'x’y’ yra vienos orentacijos, jei pokis nuoz’-aSies
link 1//-aSies yra tos pacios krypties kaip ir pogs nuoz-asies linky-aSies (Zr. Pav. 2.1 (a)). PrieSin-
gu atveju (Zr. Pav. 2.1 (b)), koordinaciy sistent@sy ir O’x’y’ yra prieSingos orentacijos. .

Taip pat svarbu nepamirsti, kad pb$o kampas yra orentuotas — jo absolietireikSne imama
su Zenklu+ arba—.

Apibr éZimas 7 Jei pradires koordinaCiy sistemd3xy x-aSies pogkis link naujos koordinaciy sis-
temosO’z’'y’ x’-aSies yra tos pacios krypties, kaip ir poss nuoz-asies linky-asies, tai poskio
kampasu yra teigiamas; priedingu atveju pokio kampas yra neigiamas. (Zr. Pav. 2.2).
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(a) (b) Y

2.1: Vienodai (a) ir skirtingai (b) orentuotos koordama sistemos.

a>0

S

a<0

2.2: Orentuotas pokio kampas.
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2.3: Bendroji koordinéiy sistemos transformacija.

Démesio: nustatant pokio kampo Zenkla, naujos koorditig sistemog,’-asies kryptis nevaidi-
na jokio vaidmens.

Bendraja koordiné@y sistemos transformacija (Zr. Pav. 2.3) daznai yragatsuskaidyti j du
etapus — koordinay sistemos pask| ir koordinaiy sistemos lygiagrety pashij (zr. Pav. 2.4).

Dabar prisiminkime (suzinokime) koordiéia transformacijos formules.

1.1. Bendrosios koordin&iy transformacijos formul es

Tegul Ozy yra pradire koordin&iy sistema, a0’xz’y’ — naujoji. TaSkoM koordinaés atzvilgiu
pradires sistemos yrér; y), atzvilgiu naujosios £2’; y'). Jvedami duomenys yra atzvilgiu praéis
koordin&iy sistemos:

naujosios koordinzy sistemos pradzi@’(xo; yo);

a — orentuotas kampas, kuriuo reikia pasuktsj kad gautume’-asj.

e Koordin&iy sistemoxy ir O'z'y’ yra vienos orentacijos
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/ !
T = CcoOsx — Yy sina + xg
ey 2.1)
Yy =2 sina+ Yy cosa+ yp.
e Koordin&iy sistemoxy ir O'z'y’ yra prieSingy orentacijy
/ !
T =2 CoOsx + Yy sina + o
ey 2.2)
Y= sino — Yy cosa -+ 1.

1.2. Koordinaciy sistemos poskis

Ziurek Pav. 2.4(a).
Koordin&iy sistemos yra vienos orentacijos, o jy pradZios suga@p= O’). Kadangi Siuo
atvejuxy = 0, yop = 0, formules (2.1) supaprasg iki

(2.3)

/ !
Tr=x cosa—y sinw
. /
y:x/sma—i—y COS (.

1.3. Koordinaciy sistemos lygiagretus posimis

Ziurek Pav. 2.4(b).
Koordin&iy sistemy asys yra ty pay krypCiy (todel sistemos yra vienos orentacijos). Kadangi
Siuo atvejux = 0, formules (2.1) supaprasjg iki

m:$/+x
o (2.4)
Y=Y +Yo.

60



ylk yﬂ

ISR

Sy
33/

(a) (b)
2.4: Koordin&iy sistemos pagkis (a) ir lygiagretus posmis (b).

1.4. Matricine koordinaCiy transformacijos formuliy iSraiSka
Pazynekime
€11 =cosa C1g = Fsina  c¢j3 = g
Co1 =Sina g = Fcosa  Ca3 = 1Yo
c31 =0 c32 =10 c3z3 =1
virSutinis Zenklas naudojamas, jei sistemos yra vienostacgos — formug (2.1); apatinis Zzenklas
naudojamas, jei sistemos prieSingy orentacijy — foengRl2).
Pazynekime
C11 C12 Ci13
X = Yy ) X' = Yy , C= C21 C22 C23
1 1 €31 €32 €33

lvedus Siuos Zymenis formes (2.1) ir (2.2) matricieje formoje tampa vienodomis:
X=0Xx' (2.5)

Matriciniai Zymenys jgalina panaudoti tiesim algebros rezultatus ten, kur tiesioginiai aritme-
tiniai skatiavimai tampa komplikuotais. Matrioinkoordin&iy transformacijy forma (2.5) pteai
vartojama kompiuterigje grafikoje.
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2. Bendroji antros eiles kreives lygtis

Tarkime yra fiksuota stdaakamg@ koordin&iy sistemaOxy. Bendroji antros eds kreies lygtis
F(z,y) = 0 Sios sistemos atzvilgiu yra

F(z,y) = anz® + 2a122y + asy® + 2a13¢ + 2a23y + agz = 0. (2.6)
Remiantis bendraja kreds lygtimi sudaroma jos matrica

a1 aiz a3
A= an ax a3 |,
as; as2 ass

apibezZiantas; = aia, as1 = a13, asa = ags. Matrica A yra simetrire, t.y. A” = A. Panaudojus
skyriaus 1.4. Zymenis gaunama matreentros eés kreies lygties forma

F(z,y)=XTAX =0. (2.7)

Si lygybe jrodoma elementariais ské&vimais dauginant matricas. PanaSaussngumo (tiks-
liau lengvumo) aritmetiniais veiksmais jrodoma, kad

F(ﬂi‘,y) :acFl(x,y)+yF2(a:,y)+F3(a:,y) ) (28)

kur
Fi(z,y) = annx + a1y + ais
Fy(z,y) = aniz + azy + ags (2.9)
F3(x,y) = az12 + asqy + ass .

ISraiSkaa; 22 + 2a122y + azny? paprastai vadinama kvadratine kiesviygties dalimi2a;sz +
2a93y — tiesine dalimi, azs3 — laisvuoju nariu.
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2.1. RysSys tarp kreives lygtiu atzvilgiu skirtingy koordina Ciy sistemuy

Tarkime turime antros &k kreies lygtj atzvilgiu koordinéiy sistemo®xy. Kreives lygtiF’ (2, y') =
X'T A'X" = 0 atzvilgiu naujos koordingy sistemo%)’z’y’ gauname i (2.7), pasinaudoje koordiia
transformacijy formwmis (2.5):

F'(2',y) = (CXNTACX)=XT(CTAC)X = X'"TA'X'.

Kadangi matricosd’ ir CT AC' yra simetrires ((CTAC)T = CTATC = CTAC'), i$ paskuties
lygybes seka
A =cTAC (2.10)

o KoordinaCiy sistemos pakis Pritaike formule (2.10) koordiay sistemos pasiui gauna-
me:
1. jei tiesire lygties dalis buvo lygi, tai ir po posikio ji iSlieka lygi 0;
2. laisvasis narys nesik®aa, t.y. as; = ass.

e Lygiagretus posimis Pritaike formule (2.10) lygiagtam koordin&iy sistemos posmiui
gauname:
1. kvadratire lygties dalis nesikeia, t.y.a}; = a11, ajy = a12, aby = aso;

2. tiesires dalies kaita nusakoma forreuiis

ay3 = Fi(zo,y0) = a1120 + a12yo + a3 (2.11)

/
ag3 = Fa(xo,y0) = a21xo + aznyo + as.

3. ahs = F(z0,90)-

3. Antros eiles kreives lygties invariantai

Efektyviai prastinant antros ei kreies lygtj labai svarbs yra lygtiesortogonalis invariantai

63



Apibr ezimas 8 Antros eiks kreies lygties ortogonaliuoju invariantu vadinama nuo lygkegficienty
priklausanti funkcijag, kurios reikSne nesikeicia, statiakampe koordinaciy sistethay pakeitus ki-

ta staCiakampe koordinaciy sistero8z’y/, t.y.
!/ !/ / !/ / /
g(ai1, a1z, az, a13, azs, ass) = g(aiy, aig, agy, Ay, agg, sg)-
Teiginys 4 ReiSkiniai

ail a2 a3
, I3=1| a1 ax a3
asy asy ass

ail a2
a1 a22

I) =a11+ax , Ih=

yra ortogonalis antros eis kreies lygties invariantai.

(2.12)

Sis teiginys jrodomas tiesis algebros kurse. Beje, reidkinig = |A| invariantiskumas seka i3

formules (2.10):
|A'| = |cTAC| = |A||C* = |Al,

nes|C| = +1.

4. Charakteringoiji lygtis

Apibr ezimas 9 Antros eiks kreies charakteringgja lygtimi vadinama antrojo laipsnio tiyg

M-I\ +L=0.
Lengva patikrinti, kad charakteringaja lygti galimera2yti matricirgje formoje

air — A a2

/\2—Il>\—|—12: =0.

a1 az — A

Teiginys 5 Charakteringoji lygtis visuomet turi realias Saknis.
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JrodymasSkatiuojame charakteringosios lygties diskriminama
D = 112 — 4[2 == (CL11 + a22)2 — 4((111(122 — a%z) = (an — (122)2 + 4&%2 Z 0.

Taip pat gauname, kad charakteringoji lygtis turi kartptgaknj 0 = 0), jei a11 = ago Ir
a12 = 0. Nesunkiai patikrinima (iSskiriant lygtyje pilnus kvadina atzvilgiuz ir 3), kad Siuo atveju,
jei kreive turi realius taskus, lygtis apiia apskritima.

Charakteringosios lygties Saknis Zymirkg \o. Kadangi jos visuomet realios, tai

N—TiA+L=M=M)A=X),

0 pagal Vijeto teorema
L=X+X, Ib=XAM).

5. Antros eiles kreives centras

Apibr ezimas 10Antros eikes kreies centru vadinamas taskas, kurio koordesfz;y) tenkina
lygCiy sistema

Fi(x,y) =ai120+ a +a13 =0
{ 1(z,y) = an1zo + ai2yo + a13 (2.15)

Fy(z,y) = ag12o + agayo + azs = 0.

Apibr ezimas 11 Antros eies kreie vadinama centrine, jei ji turi vieninteli centra. Pria§u atveju
— kreive neturi centro arba turi jy be galo daug — antroséslkreive vadinama necentrine.

Sistema (2.15) turi vienintelj sprendinj, j& # 0. Todel, jei I, # 0 kreive yra centrie, jei
I, = 0 — necentrig.

Teiginys 6 Jei koordinacCiy sistemos pradzia sutampa su lagigentru, tai kreigs lygties tiesia
dalis yra lygi nuliui.

Jrodymasls centro apibeZzimo bei formuks (2.11) seka, kad pearkis koordinaiy sistemos pradzia
I kreivés centra, jos tiesindalis virsta nuliumi. Bet kuri kita koordiga) sistema su tuo [@au
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centru gaunama is Sios (lygiagiai pastumtos) sistemos pasukant apie nauja koditlinmadzia. 1S
skyriaus 2.1. punkto 1 seka, kad tiesmlygties dalis atzvilgiu pasuktos koordiia sistemos lieka
lygi nuliui.
Remdamiesi Siuo teiginiu darome iSvada: jei koordigasistemos pradzia sutampa su kesiv
centru, tai
F(z,y) = anz® + 2a122y + azny® +azz = 0.

Tokioje koordin&iy sistemojeF’ (—xz; —y) = F(x;y), todel: kreives centras yra kreds simetrijos
centras

6. Kvadratines lygties dalies prastinimas

Siame skyriuje jrodysime, kad pasukus koordigasistema galima panaikinti skirtingy kintamuyjy
sandaugad, = 0). Be to i$ jrodymo iSpeSime papildomos naudingos inforijoac
Kadangi koordingiy transformacijai naudojame pdg, tai

cosa —sina 0
C = sinaw cosa O
0 0 1

Pasinaudoje formule (2.10) gauname

aél = —Sina(a11 cosa+a128ina) —|—cosa(a21 cosoz—l—aggsina) .

ni n2

Salyga, kad pranyksta skirtingy kintamyjy sandaugagat, = a5, = 0, yra
—nisina+nocosa =0.

Si salyga reiskia, kad vektorius.; n,) yra statmenas vektorifi- sin o; cos o). Tai ekvivalentu
salygai, kad vektoriuéni; ns) yra lygiagretus vektoriufcos «; sin ), t.y. 3 toks skatius A, kad

{an cosa + ajgsina = A\ cos«

a1 COSa + aggsina = Asina .
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Sia salyga perraSome pavidale

(2.16)

(a11 — A)cosa + ajgsina =0
ag cos a + (age — A\)sina = 0.

Sistema (2.16) tumenulinjspendinj(cos «, sin «), jei

aj; — A an _ 0

any az — A

Taigi A\ yra charakteringosios lygties Saknis. PagjenSia Saknj\; i$ salygos (2.16) pirmosios

lygybes gauname
A\ —
tana = 2L L (2.17)
ai2
Primename vakaryk&ams mokiniams, kad Zinodami tangenta nesunkiai apskgame to pa-

ties kampo sinusa ir kosinusa:

sina = | tana cosa = __ (2.18)
V1+tanZa’ V1ttanZa '

Pasinaudoje formule (2.10) taip pat gauname

a’n = cosa(a11 cos & + ai2 sina) +sina(a21 cos o + aoo sina) .

ni n2

Kadangin; = Aj cosa, ng = Ay sina, taia); = A1 (cos? a + sin? @) = A;. Todel charakterin-
goji lygtis, paraSyta matriciniame pavidale atzvilgiu jesukoordin&iy sistemos, yra

AL—A 0

0 |~ OOz =0,

IS Sios lygyles gauname, kad,, yra kita charakteringosios lygties Saknis, tf = Ao.
Tai ir viskas, ka reikjo parodyti Siame skyriuje. Surinkime €igkus j viena vieta.
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ISvada 1 Tegul)\; ir \s yra charakteringosios lygties Saknys. Pasukus koordinaistema kampu

a, kurio

A1 —ann
tana = ,

a12

kvadratire lygties dalis atzvilgiu naujos koordinaciy sistemopagraseja iki \z'2 + Aay'?, ty.
aly = A, aly = 0, ayy = Xo. Posikio kampo sinusas ir kosinusas apskai€iuojami naudigant
formulemis (2.18).

7. Centriniy kreiviy kanonin es lygtys

7.1. Bendroji dalis

Kadangi kreie centrire, tail> # 0. Todel abi charakteringosios lygties Saknys, Ao nelygioso,
nesls = A\ s.

Pradzioje lygiagréiu postimiu perkeliame koordir@y sistemos pradzia i kreds centrdzo; yo ).
Kreives lygties tiesia dalis virsta). Po to, remiantis ISvada 1, supaprastiname lygties kviagrdal;.
Po Siy operacijy kress lygtis atzvilgiu naujos koordigay sistemos)’z'y’ supapragja iki

M+ Aoy? +ahs =0

Kadangi
A 00
Ig = 0 )\2 0 = )\1)\2&%3 = Igagg s
0 0 ab

gauname kad}; = I3/1,. TaireiSkia, kad centries kreies lygti visuomet galime paraSyti pavidale

I
M’ 4+ Aoy + I—3 =0. (2.19)
2
Sis lygties pavidalas labai svarbus — ir uzmirse tolimesygties pavidalo keitimo detales, spres-
dami konkrety uzdavinj gausite teisinga atsakymangidosies lygtimi (2.19) bei Zinosite kregs
tipa (ir neprivelsite aritmetiniy klaiduy).
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7.2. vairus atvejai
I, >0

Siuo atveju charakteringosios lygties Saknys yra viendklpenSaknimi \; pasirenkame ta, kuri
absoliutiniu dydZiu yra mazesnKadangil; = A1 + Ao, Sakny Zenklas sutampa suzenklu.

() Is # 0; I5 ir I skirtingy Zenkly.
Laivaji narj I3/ 1, perkeliame j deSine puse ir dalijame gautaja lygtiHgs/1,). Gauname

x/2 y/2
— 7 + — 5 = 1.
Alo Aolo
Pazyneje
I I
_ 3 _aQ7 _ 3 :bQ’
Al Aol
turime elipgs kanoning lygtj
12 y/2
ZTE=h
nes|Ai| < |Ao| = a? > b2
() I3 # 0; I3 ir I; vienody Zenkly.
Po analogisky aritmetiniy manipuliacijy pazymime
E T B
A1y Aol
ir gauname lygti
12 12
LA
a b2
Siuo atveju kreie neturi realiy tasky ir vadinanmaenama elipse

() I5 = 0.
Siuo atveju lygtis (2.19) supaprag iki

Mz + Xy?=0.
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Pazyneje \; = a?, \; = b%,jei I; > 0ir A\ = —a?, \; = —b?, jei I; < 0 gauname lygtj
a*r? +b*y* =0.
Si kreive teturi viena realy taska — krés centra — ir yra vadinanpmra menamy susikertanciy tiesiy
arbaiSsigimusia elipse
I, <0

Siuo atveju charakteringosios lygties Saknys yra skittibgnkly. Saknimi; pasirenkame ta, kurios
Zenklas sutampa sty Zenklu (ir bet kuria, jeil's = 0).

() Is #0

Laivaji narj I3 /I, perkeliame j deSine puse ir daljame gautaja lygti-i§s/1,). Gauname

x/Z y/2
—% t 1.
Alo Aolo
Pazyneje
IR (S
Mo Aol
turime hiperbaks kanonine lygti
2 y/2
— -5 =1.
a b2

() Is = 0
Siuo atveju lygtis (2.19) supaprag iki

)\1[L’l2 + /\le2 =0.
Pazyneje \; = a?, \; = —b?, jei Ay > 0, A < 0 (atvirkEiai prieSingu atveju) gauname lygtj
azwxz . bzyxz =0.

Kadangia?z? — b%y"? = (az’ — by')(az’ + by'), Si kreive sudaryta i$ dviejy susikertéig tiesiy,
todel taip ir vadinama -pora susikertantiy tiesiySios tiegs kertasi kreigs centre.
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7.3. Elipses ir hiperbolées kanonires koordinaCiy sistemos radimas

Algoritmas kanoninei koordiréay sistemai rasti yra vienareikSmis (svarbu tik teisiregamumeruoti
charakteringosios lygties Saknis).

(I) Spresdami sistema
a1« + apy + a3 =0
{ a1 + azy + a3 =0,
randame kreigs centra. Jis yra kanomg koordingiy sistemos pradzia.
(1) Naudodamiesi formuwmis (2.17) ir (2.18) randame pdso kampo sinusa ir kosinusa.

(1I1) Parasome koordiray transformacijos formules.

8. Necentriniy kreiviy kanonines lygtys

8.1. Bendroji dalis

Kadangi kreie necentrig, tai o = 0. Todel viena charakteringosios lygties Saknys yra 19gi
nesl, = A\ )\;. Abi charakteringosios lygties Saknys negaltidygios 0, nes remiantis I1Svada 1
gautume, kad kreds lygtis yra pirmojo laipsnio (prieStara). Pazymithe= 0. Todel A\, # 0 ir
L=M+X X=X =1.

Pradzioje, remiantis ISvada 1, supaprastiname kvadratigties dali. Po Sios operacijos kress
lygtis atzvilgiu naujos koordir@y sistemos)’'z’y’ supaprasja iki

Ly 4 2d) 52" + 2ab3y +aly =0 . (2.20)

Toliau lygti prastiname iSskirdami pilna kvadrata:

Ily/2 + 2a/ y/ =1 (y/2 + 2%2/ + i223) _ 2223
23 L I I

Lygti (2.20) paraSome pavidale

I1(y/+%)2+2a’ 2+ d —1223:0.
1 13 877,
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Pakeite kintamuosiug’ = 2,y + ‘% =9/ (t.y. lygiagre€iai pastime koordinaiy sistema) kreigs
lygti supaprastiname iki
Ily//2 + 2a/1/3:£// + a/3/3 =0.

Kadangi
0 0 afs
Ii=| 0 I, 0 |=-0Ld3,
afs 0 ag
gauname
|a’1’3|:\/—7§—j.
ISvada

kreives lygtis atzvilgiu tinkamai parinktos koorditig sistemog)’z'y’ supaprasja iki

I
Ily’2 + 2a’13x’ + ag3 =0, ]a’13] = ”_I_j . (2.22)

8.2. vairus atvejai

I3 40

Siuo atvejuai; # 0, tocel lygti (2.21) galime paraSyti pavidale

/
Ny + 2d)5 (2 + 28) = 0.
13
Atlikus keitima (lygiagrety posimj) 2’ +

lygtis supapraga iki

Z:SS = 2",y = ¢" ir atsisakius bereikalingy Strichy, kreis
13

I
Ny? +2di2 =0 |a)s| = ”_I_i . (2.22)

Jeia)4 ir I yra prieSingy Zenkly, viskas paruosta tolimesniemssra&ms. Jei ne, tai pakeite asiy
kryptis, paketiamea) ; Zenkla.
Baigiamieji veiksmai:
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(i) perkeliame2d’ 2’ j kita lygties puse ir dalijame lygtj i%; ;
(ii) kadangia’ 5 ir I; yra prieSingy Zenkly, pasinaudoje salyga (2.22) Me®lygti paraSome pavidale

[ I
y?=2p2’, p= —I—z . (2.23)
1

Siuo atveju gauname parabslkanoning lygtj.

I;=0

Siuo atvejua); = 0. Lygtj (2.21), padalije ja i¥;, paraSome pavidale

/
2 433
y - _[1 .
(1) abg ir Iy prie§;ingu Zenkly.
Pazyneje 1 = a?, gauname
y/2 — a2 )

Kadangiy? — a? = (y' — a)(y' + a), kreive yra sudaryta i$ dviejy lygiagi®y tiesiy, toe! taip ir
vadinama -pora lygiagreciy tiesiy
(Il) a%s ir I vienody Zenkly.

Pazyneje % = —a?, gauname

! S =—a?.

Siuo atveju kreie neturi realiy tadky ir vadinanpora menamy lygiagre&iy tiesiy
(1) a%y = 0.

Siuo atveju turime lygtj

y?=0.

Kreive yra sudaryta i$ vienos ties, bet vadinama kiek kitaipdviguba tieg.
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Pastaba 1 Tiek centrires, tiek necentries kreiws atveju jos kanonine koordinaciy sistema vadiname
ta koordinaciy sistema, kurioje kredg lygtis turi paprasciausia — kanoninj — pavidala. BeaktiSkai
svarbu mokti rasti tik seny pazistamuy — elips, hiperbats, parabats — kanonines koordinaciy
sistemas.

8.3. Necentrires kreives tipo nustatymas

Jeil, = 01ir I3 # 0, tai kreive yra parabd. Jeily = 0ir I3 = 0, tai kreives tipas priklauso nud;
Zenklo. Parodysime, kaip Siuo atveju efektyviai randanias
Atzvilgiu kintamyjyx’, v/ sistema kreigs centrui rasti yra

0=0
Ily/zov

Gauname, kad kregvturi be galo daug centry.
Algoritmas

(I) Spresdami sistema
a1« + apy + a3 =0
agw + azy +az =0,

pasirenkame viena i$ daugelio kresvcentry. Atliekame lygiagrety koordiia sistemos posmj,
perkeldami koordin&y pradzZia i pasirinkta kre@s centrdxg; yo). Naujas laisvasis narys y#(xo, yo),
o lygties tiesim dalis lygi0.

(IN Remiantis 18vada 1 supaprastiname lygties kvadeadialj. Kreives lygtis igyja pavidala

Ly + F(zo,y0) = 0.

9. Vienas pavyzdys

Zinant visus antros @b kreiviy tipus, kyla pagunda spresti su jomis susigisizdavinius naudojant
tokia schema:
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[ P

2.5: "Beveik" hiperbat, "beveik" parabd.

kreives lygtis suvedama j kanoninj pavidala;
uzdavinys iSsprendzZiamas kanagjm koordingiy sistemoje;
reikalingi duomenys pervedami j prading koordingsistema.
Tokia sprendimo metodika neretai veikia puikiai. Bet dafingra neefektyvi, nes susiduriama
su rimtomis problemomis. Pazvelkime kiek atidZiau Stakj pavyzd;.

Kreive apibeziama lygtimiz? — 2.0000000002zy + y? + 4z — 6y + 2 = 0. Skatiuojant jos
invariantus gaunama

Iy =2, Iy =-0.0000000002 , I3= —0.9999999992 .

Kompiuteris, jei programos tikslumas skmiojant slankiu kableliu yra0 skatiy uz kablelio, su-
miSes abejoja: kre#& centrire ar ne? Mes, geometrijos teorijos asai, pasréjgz¢am, kad duotoji
kreive yra centrie (akivaizdu,l/s # 0), nedaug tepagsime. Mat kompiuteriui, suvedant CENT-
RINES kreies lygti j kanoninj pavidala, teks sKailoti % Jei operuojant tokios @t skatiais ir
neiSSoks praneSimas apie dalyba i$ nulio, gauto rezulteiomas bus visiSkai nepatikimas.
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Daugelj svarbiy uzdaviniy (pavyzdziui kréis liestiniy radimas) galima efektyviai spresti pra-
dineje koording&iy sistemoje. Sekaiuose skyriuose tai panagesime.

10. Antros eiles kreives ir tieses sankirta

Tiess lygti uzraSome parametriniame pavidale: jei zinomesedi tasSkasA(xo;yo) ir jos krypties
vektoriusL(l; m), tai bet kurio tiegs taskal/ (z; y) koordinates galime paraSyti pavidale

r=Ilt+x
0 (2.24)
y=mt+yo .

Istate Sias iSraiSkas | bendraja kesvlygti (2.6) ir sugrupave gautojo reiskinio narius dgiu ¢,
gauname lygtj
Pt? +2Qt+R=0, (2.25)

kur
P = ay1l? + 2a12lm + agem? , Q = Fi(wo,y0)l + Fa(wo,y0)m , R = F(z0,%). (2.26)

Istate lygties (2.25) Saknis, - i (2.24) gauname bendryjy ties ir antros eés kreies tasky koor-
dinates.
Bendru atveju, jeiP # 0, gauname, ka#lvadratire lygtis (2.25):

e turi dvi skirtingas Saknis — tiéskerta kreive dviejuose tasSkuose;
e turi viena Saknj — ties kerta kreivegkartotiniametaske;
e neturi Sakny — tieskreives nekerta.

Bet galimi ir kiti atvejai, kai lygtis (2.25) iSsigimsta jesing ar net nulinio laipsnio lygti.
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10.1. Asimptotines kryptys

Apibr eZzimas 12 VektoriausL(l; m) kryptis vadinamasimptoting jei

a11l2 + 2a19lm + a22m2 =0. (227)

Asimptotines krypties atveju lygtis (2.25):

(e]

o

(e]

turi viena Saknj — ties kerta kreivevienametasSke;
neturi Sakny — tieskreives nekerta;

turi be galo daug Saknuy (virsta tapatybe- 0) — tiese priklauso kreivei.

Nagrinedami realiy antros @ik kreiviy kanonines lygtis nesunkiai atrenkame atvéjada kreie
turi asimptotines kryptis. Atsargiai, nepadarykite ktzdpresdami uzdavinius — Zemiau iSvardintose
asimptotires krypties salygose naudojaikenonire koordin&iy sistema, o ne pracin

hiperbok— dvi asimptoti@s kryptys:?/a?—m?/b? = 0; jos sutampa su hiperhis asimptoiy
kryptimis;

parabok — viena asimptotia kryptis: m? = 0; ji sutampa su parabe$ simetrijos asies kryp-
timi;

pora susikertantiy tiesiy- dvi asimptoties kryptys: a?l> — b*>m? = 0; jos sutampa su
susikertaniy tiesiy kryptimis;

pora lygiagreciy tiesiy- viena asimptotia kryptis: m? = 0; ji sutampa su lygiagi@y tiesiy
Kryptimi;

dviguba tieg — viena asimptotia kryptis: m? = 0; ji sutampa su dvigubos ties kryptimi.

Naudojantis Siais kukliais pastgimais gauname gana efektyviusidus: hiperbas asimp-
totems rasti; tiesms, sudaranoms antros eds kreive, rasti.
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Hiperbol es asimpt@iy radimas

1) Kadangi hiperba@s asimptats eina per kre®s centra, spresdami sistema

a11T + apy + a3 =0
a1 + asy + asz =0

randame kreigs centrdzo; yo).
2) Kadangi hiperbas asimptats yra asimptoti@s krypties, spresdami lygtj

CL1112 + 2a12lm + a22m2 =0

randame dvi asimptotines kryptis ; mq) ir (lo; mo).
3) Asimptciy lygtis paraSome naudodami tesskanonine lygti:

;U—xo:y—yo éU—ﬂCo:y—yo
1 my la my

PavyzdysRasti hiperbatsz? — 6xy — 7y? + 10x + 34y + 2 = 0 asimptotes.
Sprendimad) Spresdami lygiy sistema

T—3y+5=0
3z —Ty+17=0

randame kreigs centrg1; 2).
2) Spresdami lygtj

2
2—6lm—Tm>=0 = <i> —6<i>—7=o
m m

gaunameg L), = 7, (L), = —1. Pasirenkamé; = 7, m; = 1,lo = —1, my = L.
3) Asimptciy lygtys yra




SusikertanCiy tiesiy radimas

Sprendimo eiga identiSka hiperbsl asimptbiy radimui, nes tiess kertasi kreigs centre ir yra
asimptotiniy kry@iy.
PavyzdysRasti kreiver? + 4zy + 3y% — 62 — 12y + 9 = 0 sudaradias tieses.
Sprendimagadangil, < 0, I3 = 0, kreive sudaryta iS dviejy susikertan tiesiy.
1) Spresdami lyGiy sistema
r+2y—3=0
2043y —6=0
randame kreigs centrg3;0).
2) Spresdami lygti

2
l
P4+4m+3m?=0 = <i> +4<—>+3:0

m m

gaunameL); = -3, (L), = —1. Pasirenkamé, = —3,m; = 1,lo = —1,mp = 1.
3) Tiesiy lygtys yra

LygiagrecCiy tiesiy radimas
1) Kadangi tiegés yra asimptoties krypties, spresdami lygti
a1112 + 2a12lm + a22m2 =0

randame asimptotine kryptl; m).
2) Pasirinke neasimpto@s krypties tiese, randame jos ir kresvsankirtos taskus1; y1 ), (z2;y2).
Kadangi kreie sudaryta i$ dviejuy lygiagéay tiesiy, rastieji sankirtos taskai priklauso skigims
tiesems.
3) Tiesiy lygtis paraSome naudodami &eskanonine lygti:

r—r Y-y T—T2 _ Y-y

l m l m
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PavyzdydRasti kreiver? + 4zy + 4y% — 62 — 12y + 5 = 0 sudaradias tieses.
Sprendima&adangil, = 0, I3 = 0, kreive sudaryta i$ dviejuy lygiagéay tiesiy (gallut menamy
ar sutampagiy).
1) Spresdami lygtj

1\? !
P4+4m+4m* =0 = <—> —|—4<—> +4=0
m m
gaunameL = —2. Pasirenkamé= —2, m = 1.
2) Randame kress ir tie®sy = 0 sankirtos taskugs; 0), (1;0).
3) Tiesiy lygtys yra

r—95 Yy :U—l_g
= =1

-2 1’ -2
Dvigubos tiegs radimas

Tai specialus ka tik iSnagratos lygiagréiy tiesiy konfigiracijos atvejis. leSkant neasimpt@m
krypties tiegs ir kreives sankirtos gauname tik viena taska. Kiti sprendimo nmaai¢okie patys.

PavyzdysRasti kreiver? — 6zy + 9y% + 4o — 12y + 4 = 0 sudaradias tieses.
Sprendimad) Spresdami lygti

1\? I
P—6lm+9m’>=0 = <—> —6<—>+9:O
m m

gauname% = 3. Pasirenkamé= 3, m = 1.
2) Randame kres ir tiegsy = 0 sankirtos taskg—2;0).
3) Tiesks lygtis yra

r+2 y
3 1

11. Antros eiles kreiviy liestines

Jei antros eds krei\e rera sudaryta iS tiesiy — elipshiperbog, parabd, liesting jos taSkel esame
apibreze kaip kirstiniyAM, kai M — A, ribine pa@tj. Siuo atvejud yra kartotinis antros eis
80



kreives ir liestires sankirtos taSkas. Jei antroesikreie yra sudaryta i tiesiy, visiSkai naaliai
Sios tiegs traktuojamos kaip kreds liestires. Sie prisiminimai motyvuoja tokj apiétima.

Apibr ezimas 13 Neasimptotigs krypties ties vadinama antros dik kreies liestine taskel, jei A
yra kartotinis tiegs ir kreives sankirtos tasSkas. Asimptas krypties ties vadinama antros dib
kreives liestine, jei ji priklauso kreivei.

Teiginys 7 Antros eiks kreies liestires tasked(xg; yo) lygtis yra
Fi(zo,y0)x + Fa(z0,y0)y + F3(x0,90) = 0. (2.28)
IrodymasTarkime liestires krypties vektorius yré; m). Lygtis (2.25) igyja pavidala
Pt? +2Qt =0,

nes A priklauso kreivei, t.y. R = F(xg,y0) = 0. Si lygtis tikrai turi Saknjt = 0. Jei(l;m)
yra neasimptoties krypties, tai Si Saknis yra kartoéin Tocel @ = 0. Jei(l;m) yra asimptoties
krypties, taiP = 0. Siuo atveju ties priklauso kreivei je) = 0. Vadinasi, bet kuriuo atvejuthina
ir pakankama lietimosi salyga yra

Q = Fi(zo,y0)l + Fa(wo,y0)m = 0.

Kadangi(l; m) yra liestires krypties vektorius, i$ Sios salygos seka, kad vektorius
(F1(z0,y0); Fa(zo, y0)) Statmenas liestinei. Tatljos lygti galime paraSyti pavidale

Fi(zo,y0)(x — xo) + F2(20,y0)(y — yo) =0 .
Sia lygti Siek tiek pertvarkome
Fi(zo,y0)z + Fa(z0,90)y — (F1(z0, yo)To + F2(T0,Y0)yo) = 0.
KadangiF'(xg,yo) = 0, pasinaudoje lygybe (2.8), irodyma baigiame.
Po tokio Saunaus jrodymo visgi lieka vienas klaustukais. Je

Fi(x0,y0) = Fa(xo,y0) =0,
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tai lygtis (2.28) neapil@zia tiegs. el pasinaudoje lygybe (2.8) gauname, kad taip atsitir{a, |

Fi(zo,10) =0
Fy(20,10) =0 (2.29)
F3(z0,90) =0.

TaSkasA(xo;yo), kurio koordinaés tenkina salygas (2.29), vadinamgmatinguojukreives tasku.
ParaSe Sias salygas kanagja koordin&iy sistemoje gauname, kad reali antrog®ikreie turi
ypatinga taska, jei ji yra:

e pora susikertanciy tiesigy ypatingas taskas sutampa su kesicentru;

e dviguba tieg — visi kreives taskai ypatingi (oi, oi).

11.1. Medziaga pamastymui

Atidesnis studentas gal jau pajuto, kad laiku "nusiplauglamuo tolimesnio ypatingy tasku nag-
rinejimo — kuo toliau j miSka, tuo daugiau medziy. Klausinadisakliesiems — kasisy nuomone yra
liestines ypatingame taske (priklausomai nuo kesitipo) ir kaip jas rasti?

Ka tik pateikta medziagaéama sausas bendras pais j antros eis kreiviy geometrines savybes.
Ji i$ tikro padeda glaustai suformuluoti, kas buvo naggaratskirai elipsei, hiperbolei, parabolei. O
tai igalina efektyviau spresti ne viena uzdavinj. Betda turi du galus — apibendring kai kuriuos pa-
prastus dalykus, turimeuti matematiskai tiksls iki galo. Nepamirskite Sito algoritmiSkai spresdami
ivairius uzdavinius (raSydami programas) ir kitose sety- tarp gyvy btybiy kompiuteris yra pats
didZiausias formalistas.

11.2. Uzdavinio sprendimo pavyzdys

Uzdaviniai su antros dik kreies liestiremis bendroje koordity sistemoje sprendziami faktiSkai
taip pat, kaip ir analogiski uzdaviniai buvo sprendziamndaingje kreives koordinaiy sistemoje.
Tik lygtis (2.28) sasiuvinio lape uzima kiek daugiau vietgginant su paprastomis liestiniy lygtimis
kanonireje koordin&iy sistemoje.
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SalygaRasti kreiesz? — zy — y? — 2z + 2y + 1 = 0 liestines, lygiagréias tieseRz + 2y — 1 = 0.
Sprendimas
(i) Pazymekime lietimosi taskdxg; yo). Liestires lygtis yra

1 1
(zo — 5@/0—1)33+(—§$0—y0+1)y+(—$0+y0+1) =0.
(ii) ParaSome lygiagretumo salyga

zo—3yo—1  —3mo—yo+1

2 2
(iii) Sprendziame sistema, sudaryta is lygiagretunggess bei salygos

a3 — zoyo — Yo — 220 + 2490 +1 =10,

reiSkiartios, kad lietimosi taskas priklauso kreivei. Gaunajmg= 1, yo = 1} ir
{zo=7/5, yo=—1/5}.

(iv) Jstate gautasiasy, y reikSmes j liestigs lygti, gauname dvi liestines:

r+y—2=0, br+5y—6=0.

12. Antros eiles kreives skersmenys

Fiksuojame neasimptots krypties vektoriyl; m) ir sudarome Sios krypties kredg stygas.

Teiginys 8 Antros eiks kreies stygy, lygiagre€iy vektorigi; m ), vidurio taskai priklauso tiesei
(a1l + argm)x + (a1l + azam)y + az1l + azom =0 . (2.30)

JrodymasTegul A(xq;yo) yra krypties(l; m) stygosM; M, vidurio taskas (zr. Pav. 2.6). J&i, t2
yra lygties (2.25) Saknys, tai

My = (It1 + zo;mts +yo0) , Mo = (Ita + xo;mta + yo) -
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2.6: Kreives skersmuo.

KadangiA(zo; yo) stygosM; M vidurio taskas,tai

t1 +to t1 + 12
+2o, Yo=m 5

IS Siy lygybiy gauname, kad + t5 = 0. Todel pagal Vijeto teoremg) = 0, t.y.

xro = l + Yo -
(alll + algm)wo + (a21l + a22m)y0 + a3l +azam = 0.

Si lygybe galioja bet kurios stygos, tuiios krypti (1;m), vidurio taskui. Tuo jrodyma ir baigiame.

Tiese, nusakoma lygtimi (2.30), vadinarskersmeniu, jungtinikirypCiai (1; m). Kadangi lygtis
(2.30) yra pergrupuota salyga

Q:Fl(ac,y)l—l—FQ(x,y)m:O,

kiekvienas skersmuo eina per kres/centra (jei jis egzistuoja).

13. Antros eiles kreives simetrijos asys
Simetrijos aSis dalija jastatmenastygas pusiau, t.y. ji yra skersmuo, jungtinis sau statiniaya
pciai.
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Centriniy kreiviy atveju Sios kryptys yra

Ni—a
(cos aj;sinaqy) , tan a; = A ,1=1,2,
a12
0 A1, \o — charakteringosios lygties Saknys.
Parabaks atveju (mums jdomiausiu) jos simetrijos aSis sutampasanires koordinaiy siste-

mosO’z'y’ 2'-aSimi. Jau zinome, kad jos kryptis yra

. ai
(cosa;sina) ,kur tana = ——— .

a12
Kadangi vektoriug — sin «; cos «) yra statmenas’-aSiai, gauname paprastada paraba@s simet-
rijos aSiai rasti.

ISvada 2 Paraboks simetrijos aSis apikZiama lygtimi (2.30), kur

. aiy
[=—sina, m=cosa, tana = —— .

ai2

Sios idvados visidkai pakanka efektyviam parabosimetrijos aSiai radimui — pratybiniuose
uzdaviniuose tarpiniai nevisai Zavingi sk@ii, susije su sinuso ir kosinuso radimu, supaprastinami
raSant galuting simetrijos asies lygti. Naudodamiesnfdemis (2.18) ir atlikdami Siuos supapras-
tinimus bendroje formoje, gauname, kad ieSkodami paegbsimetrijos aSies pagal formule (2.30)
galime pasirinkti

l= ail , m=aiy . (231)

Sekartiame skyrelyje pamatysime, keldsusiupinome parabeéls simetrijos aSimi — ja Zinant

galima gana efektyviai rasti parabslkanoning koordirtdy sistema. Bet pries tai svarbus klausimas
atidiems (priekabiems) studentams.

Siokia tokia problerale Jeia;; = a2 = 0, praktidkai visi pateikti samprotavimai apie parasol
lygties prastinima subyra j Sipulius, nésna = %(!!!) Ka tai reiSkia ir kaip lengvai sausiems
iSbristi i$ Sios balos?
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13.1. Paraboks kanonires koordinaCiy sistemos radimas

PraktiSkai ieSkoti parabet kanonies koordingiy sistema, remiantis igdtyta teorine medziaga,
néera efektyvu (todl nuobodu). Dabar pateiksime gal ir ne patj tobuliauk&t, visgi gana efektyvy
kanonires koordinaiy sistemos radimouma.
Algoritmas
(1) Randame lygties invariantus.
(2) Randame pagkio kampo sinusa ir kosinusa.
(3) Randame parab®d simetrijos asj.
(4) Randame parabes virdine (xg; yo) — simetrijos aSies ir parakzs sankirta.
(5) ParaSomereliminariaskoordin&iy sistemos transformacijos formules

r=1a"cosa—1y sina+ x
{ Y 0 (2.32)

y = 2’ sina + y' cos a + .

(6) IS jau zinomos teoris dalies gauname, kad naujoje koordigasistemoje parabes lygtis igyja
pavidala
Ly 4 2d)52 = 0.

Koeficientaa); randame, jstate iSraiSkas (2.32) j prading lesilygtj.

(7) Jeil, ir a5 priesingy Zenkly, tai po keliy aritmetiniy veiksmyugame kanoning lygty’? =
2px’, p > 0. Siuo atveju preliminarios formas (2.32) yra galuties.

(8) Jeil ir a)4 vienody Zenkly, pasukus koordiia sistemal80° kampu koeficientas’ ; paketia
Zenkla, t.y. gauname prie$ tai meta atvejj. Sioje situacijoje preliminarios fornesl (2.32) keiiamos
i

c

r= —12'cosa+y sina+xg
{y = —2'sina — ' cos a + yo.
(9) Pavarge ilsiras.
PavyzdysRasti parab@s x> — 2xy + y? + 6z — 14y + 29 = 0 kanonine lygti ir kanoning
koordin&iy sistema.
Sprendimas
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(1) Randame invariantug = 2, I, = 0, I3 = —16. Pasinaudoje formule (2.23) gauname parabol
kanonine lygtiy’? = 2/22’.

(2) tan o« = 1, tocel sin v = \/5/2 sina = \/5/2

(3) Simetrijos aSis: — y + 5 = 0.

(4) Parabads virdine (—2; 3).

(5) Preliminarios koordingy sistemos transformacijos fornast

w—iw—i -2
2
y—gw—i-\/_ + 3.

(8) oo

(9) Darbas Zmoguy puoSigls aukiy geguks 1-osios Sventei)

14. Pratimai bei uzdaviniai

Skyriy baigiame charakteringy Sios dalies uzdavinikiriiu.
1. Rasti kreies3z? + 10zy + 3y? — 2z — 14y — 13 = 0 kanoning lygtj ir kanoning koordifay
sistema.

2. Rasti kreies 25x2 — 14zy + 25y + 64z — 64y — 224 = 0 kanonine lygtj ir kanoning
koordin&iy sistema.

3. Rasti kreies9z? — 24y + 16y — 202+ 110y — 50 = 0 kanoning lygtj ir kanoning koordirday
sistema.

4. Invarianty pagalba parodyti, kad kreiv? + 4zy + 3y? — 6z — 12y + 9 = 0 sudaryta i3 tiesiy
ir rasti ty tiesiy lygtis.
5. Invarianty pagalba parodyti, kad kreiax? + 4xy + y* — 120 — 6y + 5 = 0 sudaryta is tiesiy
ir rasti ty tiesiy lygtis.
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6. Invarianty pagalba parodyti, kad kreiv? — 6xy + 9y? + 4x — 12y + 4 = 0 sudaryta is tiesiy
ir rasti ty tiesiy lygtis.

7. Invarianty pagalba parodyti, kad kreiv?> — 6zy — 7y? + 10z — 30y + 23 = 0 yra hiperbok
ir rasti jos asimptoiy lygtis.

8. Rasti kreiesz? + zy — y? — 22 + 2y — 1 = 0 liestines, statmenas tiesei- y + 3 = 0.

9. Zinomos antros e kreies simetrijos adys —y +3 = 0, z + y — 1 = 0 bei du jos taskai
(1;1), (0;1). Rasti kreies lygti.

10. Zinoma parabeéls simetrijos aSis —y+1 = 0 bei du jos taska(l; 1), (0; 1). Rasti parab@s
lygt.
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Skyrius 3

Antros eiles pavirsSial

Skyriuje pateikiama Kestiio KarCiausko i$ Vilniaus universtiteto Matematikos ir Infornkat fa-

kulteto paskaity konspekto medziaga.

1. Bendroji antros eiles pavirSiaus lygtis

Tarkime yra fiksuota stéakamg koordin&iy sistemaDxyz. Bendroji antros eés pavirSiaus lygtis

F(z,y,z) = 0 Sios sistemos atzvilgiu yra

F(z,y,2) =a112? + azny® + az32? + 2a120y + 2a1372 + 2a23y%

(3.1)

+ 2a14% + 2024y + 2a342 +aq4 = 0.

Remiantis bendraja pavirSiaus lygtimi sudaroma jos roatdi

air a2

az1 a22
A=

asr  as2

a41 Q42
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a3
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aiq
a24
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apibr'eiiantagl = ai12, A31 = 413, A32 = 0923, G41 = QA14, Q42 = A24, Q43 = A34. Matrica A yra
simetrirg, t.y. AT = A. Pazyneje

i
Il
— N 8

gauname matricing antros pavirSiaus lygties forma
F(z,y,2) = XTAX =0.

Si lygybe, kaip ir kreiviy atveju, jrodoma elementariais skavimais dauginant matricas. Taip
pat analogiskai jrodoma, kad

F((L’,y,Z) = wFl(ac,y,z) + yFQ(x7y7 Z) + ZFg(I',y,Z) + F4((L',y,2) ) (32)

kur
)
)

3.3
) (3.3)
)

ISraiSkaa1 22 + any? + aszz® + 2a120y + 201322 + 2a93y2z paprastai vadinama kvadratine
pavirSiaus lygties dalimRai42 + 2a24y + 2a342 — tiesine dalimi, a4 — laisvuoju nariu.

2. Kanonines antros eies pavirSiu lygtys

Antros eikes pavirSiy ly@iy prastinimas panaSus j [§igy prastinimo procadra kreiviy atveju — api-
breziami invariantai, charakteringoji lygtis, pavirSiawentras ir t.t... DZiugi Zinia studentams — Sita
dali mes praleidziame. Bet Si Zinia gali transformuotiseZinia — studentas taip nieko ir nesuzi-
nos apie pavirSius. Neleisdami jvykti tokiai Siurpiai &strofai, supazindinsime jus su kanagims
antros eiés pavirsiy lygtimis. liau, naudodamiesi Siomis lygtimis, panag@sime paprasausias
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3.1: Elipsoidas.

pavirSiy geometrines savybes. Tokiudw bent kiek susipazinsite su pavirSiu teorija. Dabairged-
pajusite, kad, lyginant su kredwmis, pavirSiy matematinis naggjimas yra Zymiai sugtingesnis. Bet
nepamirskite — dauguma naudingu objekty (automobiaiai, ...) yra sudaryti i$ jmantriy pavirSiy.

Dabar pateikiame pilna kanoniniy §w saraSa, jtraukdami i ji ir pavirSius, sudaryt8gliokStumy,
bei menamus pavirSius. Bet pieSiame ne visus pavirSius -amgmera ka ir piesti, o pavirSiai, su-
daryti i§ plokStumy, puikiai suvokiami ir be pieSinio péyzs.

1. Elipsoidas
—+5+==1. (3.4)
2. Menamas elipsoidas
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3.2: VienaSakis hiperboloidas.

3. VienaSakis hiperboloidas

4. DviSakis hiperboloidas

y2 z2

v 2
y2 22
e
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(3.6)

(3.7)



5. Kugis

6. Menamas lgis

2 2 2
T+l 2o
a b2 2

2 2 2
x y z
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(3.8)

(3.9)



3.4: Kugis.
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7. Elipsinis paraboloidas

8. Hiperbolinis paraboloidas

2 2
vy

2t =
2 2

x Yo
a2_b_2 22
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(3.11)



9. Elipsinis cilindras

2 2
T +¥ -
a b2
10. Hiperbolinis cilindras
2 2
L
a b2
11. Menamas elipsinis cilindras
22 g2
=1
a b2
12. Parabolinis cilindras
v = 2px .

13. Pora susikertay plokStumy

alz? — b3yt =0.

14. Pora menamuy susikertan plokStumuy

a’r? + b2y2 =0.

96

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)



SN

AN
h LN

/111

3.7: Elipsinis cilindras.

A\ A
AUV VR

AV VTR
VTRV

3.8: Hiperbolinis cilindras.
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3.9: Parabolinis cilindras.

15. Pora lygiagréiy plokStumy

y? = a?
16. Pora menamuy lygiagiey plokStumy
y? = —a?
17. Dviguba plokStuma
y* =0

3. Antros eiles pavirSiy formos tyrimas

(3.18)

(3.19)

(3.20)

IStirsime antros edls pavirsius, matematiskai pagrisdami pavelksbse pavaizduotas formas. Siam
tikslui panaudosime sena (labai labai sena, iS ty nezmae laiky, kai Zmoes dar nezinojo kas yra
kompiuteris ir internetas) metoda: pavirSius "pjausteggiagre&iomis plokStumos; plokStumos ir
pavirSiaus sankirta yra kredy stebint kaip kdiiasi sankirtos krei& suvokiama (pajdiiama) ir paties

pavirSiaus forma. Pradzioje jrodysime keleta pagalbteiginiy.
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3.10: Panasios elips: £ = 1 —iSorire elipe; k = 1/2 —tarpire elipe; k = 1/4 — vidine elipe.

Teiginys 9 Lygtis
x2 y2

_ 1.2
¥+b_2_k k>0,

apibréZia elipse, kurios: centras yr@; 0); pusa®s lygioska ir kb; virSunés priklauso koordina-
tinems asSims (Pav.3.10).

JrodymasLygti dalijame i$k? ir gauname

Si kreives lygties forma ir uzbaigia jrodyma (prisiminkime, kg&jome Zinoti apie elipse).

Teiginys 10 Lygtis
P 2
? _ b_2 — k ,k > 0 5
apibrézia hiperbole, kurios: centras yr@; 0); realioji pusa® lygi ka; asimptoés yray = igm;

virsunes priklausaz-aSiai (Pav.3.11).
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3.11: Panasios hiperls: £ = 1 —iSorire hiperbogé; & = 1/2 —tarpire hiperbok; £ = 1/4 — vidine
hiperbok.

Ka tik pateikto jrodymo dvynylsygti dalijame i3k? ir gauname

2 2
SR A
(ka)?  (kb)?
Teiginys 11 Lygtis
y2 =2pr+a

apibreZia parabole, kuri gaunama i$ paralsly® = 2px lygiagreciai ja pasiimus vektoriaus
(—355:0) kryptimi ir dydZiu (Pav.3.12).

JrodymasLygti paraSome pavidale

29 2.
y~ =2p(z + 2p)

Siais teiginiais naudosias tirdami lygiagréius pavirsiy pivius. Papildoma svarbi informacija
apie pavirSiaus forma gaunama stebint, kokiomis lemils juda charakteringi lygiagie) piuviy
taSkai — kreiviy viréines.
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3.12: Panasios parales: « = 0 — tarpire parabat; « = 1 — kairioji parabok; a = —1 — deSinioji
parabog.

3.1. Cilindrai

Pradtkime nuo lengviausiai suvokiamy pavirSiy — cilindryorhl Sis terminas Zinomas i$ mokyklos
laiky, pasitikslinkime jj.

Apibr éZimas 14 Bet kokiai kreiveiK ir krypCiai L = (I;m;n) cilindru vadiname pavirSiy, kurj
sudaro kryptied. tieses, kertancios kreivi'.

Jsidemekite — kreie K yra bet kokia (jokiy specialiy salygu, zr. Pav. 3.13).

Jei gerai Zinoma vamzdii{ yra apskritimas,L. — jo plokStumai statmena kryptis) prikimsite
sprogmeny ir iSdykaudami bumptelsite, vamzdzio aiSkiksebet ka tik grieZtai matematiskai api-
breztu cilindru atsikratyti nepavyks. Veikiausiai teks sl aibe daleliy, panaSiy j pavaizduota
Pav. 3.13.

Jei konkré&ioje pavirSiaus lygtyjeF'(z,y,z) = 0 nera kintamojoz, tai tokia lygtis apibezia
cilindra, sudaryta is tiesiy, lygiagie z-aSiai, ir kertagiy xy-plokStumos kreive, apibzta lygtimi
F(z,y) = 0. Sikukli pastaba paaiskina elipsinio, hiperbolinio ir @awlinio cilindry forma bei
pavadinima.
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3.13: Bendrasis cilindras.

3.14: Kugio piuviai.

3.2. Kugis

Kadangi kugio lygtyje (3.8) kintamiejiz, vy, z yra tik kvadrate,z—, y— ir z—plokS$tumos yra jo
simetrijos plok§tumos. Tad uztenka panagréti tik viena i$ simetriniy kgio daliy, pavyzdziui
z > 0.
PlokStumos: = z ir kugio sankirta yra elips
oy 2 2
? + b_2 — k‘ 5 kUI’ k’ —
Naudodamiesi Teiginiu 9 gauname, kadjks sudarytas i$ majartiy panasiy elipsiy (zr. Pav. 3.14).
Plokstumojez = 0 elipse susitraukia j taska . Siy elipsiy vin&s yra plokStumose = 0 ir y = 0,
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3.15: Kugio grial€iai.

kurios su kigiu kertasi tiesmis

T = z=0 y=20 y=20
NI B RPN T RN T SR
b b ¢ a ¢ a ¢

PlokStumomis: = z, iSkertamuy elipsiy vidnes Sliauzia Siomis tiesnis. Pame dalj (nei per
tankiai, nei per retai) Siy lygiagta) elipsiy ir tieses, kuriomis juda jy viies, gauname gatinai
charakteringa modelj — pavirSiaus griaus. Jie pakankamai gerai apitina pati pavirSiy, nors, kaip
ir kur nors vidurnaktj beslampéjantis skeletas, didelio Zavesio nekelia.

Dar viena svarbi pastaba. Per taskero; yo, zo) ir kugio virSune (0; 0; 0) einartios tiegs bet
kuris taskas turi pavidal@zo; tyo, tzo). Todel, jei A priklauso lugiui,

ala @

(tzo)? + (tyo)? + (tz0)? = t2(22 + 2 + 22) =0,

ty. visa tieg priklauso kigiui. Vadinasi, kigi galime sudaryti i$ tiesiy, iSvesdami jas peiglo
virSune ir elipes

z=c
2y
a? b2

taskus.
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3.16: Elipsoido piviai.

3.3. Elipsoidas
IS elipsoido lygties (3.4) gauname, kad jis yr&Zdgje", apibeztoje nelygybmis
[zl <a , yl<b , [zl <c.

AnalogiSkai iSnagriatam kugio atvejui,xz—, y— ir z—plokS§tumos yra elipsoido simetrijos plokstu-
mos. PlokStumos = z ir elipsoido sankirta (Zr. Pav. 3.16) yra elgs

x2 y2 ) 5 2

?+b_2:k’ kur k*=1-—=.

Siy lygiagréiy elipsiy virdines juda elipgmis

2 2 2 2 .
Y z ) T z
pra=t lgta=!

Kai |zg| = ¢, elip® susitraukia j taSka. Elipsoido grigiai pavaizduoti Pav. 3.17.

3.4. VienaSakis hiperboloidas

IS vienaSakio hiperboloido lygties (3.6) gauname, kad y— ir z—plokStumos yra jo simetrijos
plokStumos. PlokStumas = z ir vienaSakio hiperboloido sankirta (Zr. Pav. 3.18) yrap#i

2 2 22
S+ 5=k, kur KP=1+2.
C
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3.17: Elipsoido griaGiai.

3.18: VienaSakio hiperboloido yviai.
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3.19: VienaSakio hiperboloido grigiai.

Siy lygiagréiy elipsiy virdines juda hiperb@mis

z=0 y=20

2 2 , 2 2 .
vy _ 2 r_
b2 2 a? 2

MaZiausia elipse gauname, kai = 0. Ji vadinama vienaSakio hiperboloidiotimis VienaSakio
hiperboloido griagiai pavaizduoti Pav. 3.19.

3.5. DviSakis hiperboloidas

IS dviSakio hiperboloido lygties (3.7) gauname, kad, y— ir z—plokStumos yra jo simetrijos plo-
kStumos. PlokStumos = z ir dviSakio hiperboloido sankirta (Zr. Pav. 3.20) yra efips
2y 2 2
? + b_2 — k 5 kur k’ —
Siy lygiagréiy elipsiy virdines juda hiperb@mis

2 2 2 2
Y z5 T z¢
TpteTt Lratas!

Kai |z9| = ¢, elipg susitraukia j taska. DviSakio hiperboloido giai pavaizduoti Pav. 3.21.
(Pav. 3.20 ir Pav. 3.21 pavaizduota tik viena Sio pavirS@als.)
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3.20: DviSakio hiperboloido piiai.

3.21: DviSakio hiperboloido gridiai.

3.22: Elipsinio paraboloido pviai.
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3.23: Elipsinio paraboloido gridiai.

3.6. Elipsinis paraboloidas

IS elipsinio paraboloido lygties (3.10) gauname, kadir y—plokStumos yra jo simetrijos plokstu-
mos. PlokStumos = zy, 29 > 0, ir elipsinio paraboloido sankirta (Zr. Pav. 3.22) yra #ip

S5 =k, kur kP =2z

Siy lygiagréiy elipsiy virdines juda parabémis

z=0 y=20
y? = 2022 T 2? =242

Kai zg = 0, elips susitraukia j tasSka. Elipsinio paraboloido giai pavaizduoti Pav. 3.23.

108



3.24: Hiperbolinio paraboloido "hiperboliniai" piiai.

3.25: Hiperbolinio paraboloido "paraboliniai”piiai.
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3.26: Hiperbolinio paraboloido gridiai.

3.7. Hiperbolinis paraboloidas

IS hiperbolinio paraboloido lygties (3.11) gauname, kadir y—plokStumos yra jo simetrijos plo-
kStumos. PlokStumos = z ir hiperbolinio paraboloido sankirta (Zr. Pav. 3.24) yrpdrbok

2 2

%_?;_2:19, k* =22 ,20 > 0;
a

2 2
_%""Z_z:kz’ k= —229,2 <0.

Pasitelke Teiginj 10 galime nesunkiai priprasti prieitokiperbolinio paraboloido modelio. Visgi
daugelis geriau suvokia Sio pavirSiaus forma, kai jisoaiks lygiagréiomis plokStumomis; =
(zr. Pav. 3.25). Siuo atveju pavirsiaus formosuioggkatina Teiginys 11.

Hiperbolinio paraboloido ir plokStumag = y, sankirta yra parabel

a
2% =22 + ﬁyg .
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Siy lygiagre&iy paraboliy vir§nes juda parabole

=0
y2:—2b2z ‘

Hiperbolinio paraboloido gridiiai pavaizduoti Pav. 3.26.

4. Antros eiles pavirSiy tiesires sudaromosios

Antros eiks pavirSiaugiesine sudaromajaradiname jam priklausdia tiese. Keletas Zzodziy apie
terminasudaromoji Galima nurodyti ne viena bendresnj, ne antrogsepavirsiu, turinti jam pri-
klausartias tieses, kurios nevadinamos sudaromosiomis. PrigZalstos kelios tiegs, jokios kitos,
priklauso pavirSiui; antros @b pavirSiy atveju jam priklauséia tiese galima tolygiai judinti taip,
kad pajudintos tiess likty pavirSiuje; pajudintosios tiessudaro(uzpildo) visa pavirsiy.

Akivaizdu, kad visi cilindrai turi tiesines sudaromasi&kyrelio 3.2. pabaigoje parethe, kad
kugis irgi turi tiesines sudaromasias. Prie$ pradedanimetgvienasakj hiperboloida ir hiperbolinj
paraboloida jrodysimeaeigiamopohudzio teiginj.

Teiginys 12 Elipsoidas, dviSakis hiperboloidas ir elipsinis parabidlas neturi jiems priklausanciy
tiesiy.

Jrodymas1) Elipsoidas. Akivaizdu, nes tikrai nepavykegalires tieses sukimsti j "dZute"
{lel <a, [yl <b,lz[ < c}.

2) DviSakis hiperboloidas. Ties kuri nelygiagretizy-plokStumai, negali priklausyti dviSakiui
hiperboloidui: ji kirsty plokStumas = cir z = —¢, tarp kuriy rera pavirSiaus tasky. Kaip jau
Zzinome, plok§tumos = z ir dviSakio hiperboloido sankirta yra elips Tai nepalieka tiesei jokiy
galimybiy priklausyti pavirSiui.

3) Elipsinis paraboloidas. Samprotaujame panaSiai kagvigakio hiperboloido atveju, nes
elipsinis paraboloidas neturi taSky eedwalyjez < 0.
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VienaSakis hiperboloidas

VienaSakio hiperboloido lygti (3.6) paraSome pavidale

GG+~ 6-90+2).

IS Sio vienaSakio hiperboloido lygties pavidalo lengvailgame, kad tigss

m(5eg) =t -
g . % B m(l ’ _2 (3.22)

priklauso pavirsiui. Tolydziai keisdami parametgusir ;.o gauname dvi tiesiniy sudaromyjuy Seimas.
Abiejy Seimy tiegs pavaizduotos Pav. 3.27. Bet, jeisime preciziSkai tiksls, Sios tiesiy Seimos
neuZpildo viso vienaSakio hiperboloido — pavirSiuje liekazytis plySelis. Sj plySetineuzpildyta
tiese panaikiname apisdami kiekvienos Seimos ribines tieses

1z =2 Y
(oY) [ et
lim a b — lim { M@ ¢ _ c
H1—+00 #<£+3>:1+y 1 —+00 Xz Z_l 1 Y E—FE:O’
™ c a*r;(*z) o’ b
1z =z Y
f—zz,ug(l—i-g) _<__E>:1+_ 1+Q:0
lim ¢ @ b c/ _ qim { H2N@ ¢ _ c
L2 —+00 M(E‘i‘f :1—y po—oo | X Z_l 1 Y g—FE:O
Na b c EJFZ_E( _E) a b

112



3.27: VienaSakio hiperboloido tiegs sudaromosios.

Hiperbolinis paraboloidas

Hiperbolinio paraboloido lygtj (3.11) paraSome pavidale

E-DE+H -

IS Sio hiperbolinio paraboloido lygties pavidalo lengvaiigame, kad ties

X
{aim
: (3.23)
X Y N
w5 +y) =2
X
Stpm
ug(f . g) . (3.24)
a b

priklauso pavirsiui. Tolydziai keisdami parametgusir .o gauname dvi tiesiniy sudaromyjuy Seimas.

Abiejy Seimy tiegs pavaizduotos Pav. 3.28.
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3.28: Hiperbolinio paraboloido tiesks sudaromosios.
D B
N/

A c

3.29: Bitiesinis hiperbolinio paraboloido modelis.

Pateikiame dar viena hiperbolinio paraboloido modelrjikvartojamas geometriniame modelia-
vime.

Tegul A, B, C,D yraerdvinioketurkampio vir§ines. Paimkime visas ties@$ ', kur M € AB,
M’ € DC ir tagkai M, M’ dalo atkarpasiB, DC tuo paiu santykiu. Tokiy tiesiy visuma sudaro
hiperbolinj paraboloida. Kita tiesiniy sudaromyggima gauname imdami tiesdsN’, kur taskai
N, N’ dalo atkarpasiD, BC tuo paiu santykiu. Sisitiesiniuvadinamas hiperbolinio paraboloido
modelis pavaizduotas Pav. 3.29.

5. Sukimosi pavirSiai

Sukimosi pavirSiai buvo atrasti labai seniai, kai iS primios beZdziogs iSsivystes Zmogus panoro
turéeti patogius indus valgiui ir troSkulio malSinimui. GreifuodZiaus (kaip Siom dienom informati-
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ko) profesija pasid& gana populiari, nes uztikrino pakankamai gera pragywertygi. Pazvelkime
I puodziaus darbo procesa matematiko akimis — kadangia@s jgyti panasia garbinga profesija,
Sio proceso supratimas &ir) paeti suvokti antros eds pavirSiaus forma.
Tegul kreive K yra sukama apie kokia nors aBj Pradires kreies taSkai sukdamiesi éifia
apskritimus, kuriy visuma sudasolkimospavirsiy. Dalis sukimosi pavirSiaus pavaizduota Paw 3.3
Specialiai parinkus kai kuriy antros &g pavirSiy parametrus, jie tampa sukimosi pavirSiais. Su
prasti, kaip tai atsitinka, p&d$ Si paprasta pastaba.

Teiginys 13 Tegul kreive K

y=0
dz* + g(z) =0
yra sukama apie-asj. Sukimosi pavirSiaus lygtis yra

d(z* +y*) +9(2) =0.

JrodymasTegul M (z;0; z) yra pradires kreies K taSkas. Sukant kreiv& apiez-a$j, judagio
taSko M atstumas ikiz-aSies bei joz-koordinaké nesiketia. TaSkoM (x;y; z) atstumo ikiz-aSies
kvadratas yrar? + y2. Todel taskuiM sukantis apie-a$j pradie salygay = 0, daz? + g(z) = 0
pasiketia j d(z? + y?) + g(z) = 0.

5.1. Sukimosi elipsoidas

Kreive K pasirenkame elipse

2 2
T z
ata=l

Remiantis Teiginiu 13 gauname, kad sukimosi pavirSiausdyga

x2 _|_y2 22
a2 taz=h
Taigi lygtis (3.4) apibezia sukimosi elipsoida, jei = b. Papildoma salyga = b = ¢ reiSkia, kad
turime spindulioa sfera.
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3.30: Sukimosi pavirSius.

5.2. VienaSakis sukimosi hiperboloidas

y=20

2 2
-G
a C

x2+y2 22
=1,

Kreive K pasirenkame hiperbole

Sukimosi pavirSiaus lygtis yra

a? c
Lygtis (3.6) apibezia vienaSakj sukimosi hiperboloida, jei= b.
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5.3. DviSakis sukimosi hiperboloidas

Kreive K pasirenkame hiperbole

Sukimosi pavirSiaus lygtis yra

Lygtis (3.7) apibezia dviSakj sukimosi hiperboloida, jei= b.

5.4. Elipsinis sukimosi paraboloidas

Kreive K pasirenkame parabole

Sukimosi pavirSiaus lygtis yra

a?
Lygtis (3.10) apibezia elipsinj sukimosi paraboloida, jei= b.
5.5. Elipsinis sukimosi cilindras

Kreive K pasirenkame pora lygiaghe tiesiy

y=20
2
a

2+ y2
CL2
Lygtis (3.12) apibezia elipsinj sukimosi cilindra, jei = b.
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6. PlokStumos ir antros eikes pavirSiaus sankirta

Tirdami antros eits pavirSius kirtome juospecialiai parinktomisplokStumomis, gaudami antros
eiles kreives. Kertant antros ed pavirSiloet kokiaplokStuma taip pat gauname antrogsikreives:

1) pasirenkame koordiga) sistemaD’z’y’~’ taip, kad kertamoji sutapty su plokStunda= 0;

2) jstatez’ = 0] pavirSiaus lygtiF’(«’, 3/, 2') = 0 gauname antros e kreies lygti F’ (2/,y',0) =
0 atzvilgiu koordin&iy sistemog)’z'y/;

3) tiriame gautaja antros e# kreies lygtj.

Ka tik apraSyta procada nesunkiai programuojama kompiuteriniam Sio uzdavapiendimui.
Studentai jos negygsta, kai reikia skaiuoti naudojantis tik raSikliu ir popieriaus lapu — tenkaipkti
koordin&iy sistemaD’z’y/, o po to rasti kanoning sankirtos lygti. Tai nemaZzos ajgisnskatiavi-
mai, smarkiai erzinantys normaly studenta. Bet jei eefkisti tik sankirtos kreis tipa, skdiiavimai
Zymiai supaprasia.

Pavyzdys
SalygaRasti pavirSiaus:? + 2y? + 2% + 2xy — 22 — 2y + 42 +2 = 0 ir plok$tumo2z +y—2—2 = 0
sankirtos kreies tipa.

Sprendima$preskime §j uzdavinj taip, kaip, daug nesukdami galspendzia daugelis studenty.
Ir tik pabaigoje panagriesime, ko@l jj iSspren@me teisingai.

Reikia rasti sankirtos kreive? Jokiy problemy, sprése sistema

2e+y—2—-2=0
242+ 42y — 20— 2y +4242=0"
Istatydami iSraiSka = 2x + y — 2 j antraja lygtj. Taip gauname lygti
922 4+ 10xy + 49> — 10z — 6y +2 =10 (3.25)
Skatiuojame Sios lygties invariantudy = 13, I, = 11, I3 = —9. Kadangilo > 0. oIy ir I3
prieSinguy Zenkly, lygtis (3.25) apizia elipse. RaSydami
AtsakymasSankirtos kreie yra elipg.

gaunate visus Siam uzdaviniui skirtus balus. Atsargidi(tik neplegekite, kad lygtis (3.25) yra
sankirtos kreieslygtis. Jums priklausantis balas tikrai bus sumazintagtiky(3.25) yra sankirtos
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kreivesprojekcijosj xzy-plokStuma lygtis. Kadangi, projektuojant antrossikreive j plokstuma, jos
tipas nesikdiia, atsakymateisingas

Geras pratimas Kada sankirtos kre® yra Zemesnio (ne antrojo) laipsnio?

Dar geresnis pratimasPanagrigkite, kokio tipo kreives gauname kirsdami plokStuma: selip
da; vienaSakj hiperboloida; dviSaki hiperboloidagk elipsinj paraboloida; hiperbolinj parabolojda
elipsinj cilindra; hiperbolinj cilindra; parabolirgilindra.

7. Antros eiles pavirSiaus ir tiees sankirta
Si procedira visiskai analogiska iSnagétai kreiviy atveju.

Jei Zinomas tiess taskasi(xo; yo; o) Ir jos krypties vektoriug.(l; m;n), bet kurio tiegs taSko
M (x;y; z) koordinates paraSome pavidale

r=It+ xg
y=mt+ yo (3.26)
z=mnt+ 2

Istate Sias iSraiSkas j bendraja pavirSiaus lygfl Y& sugrupave gautojo reiSkinio narius atzvilgiu
gauname lygtj
Pt? +2Qt+R=0, (3.27)

kur

P = a11l2 + a22m2 + a33n2 + 2(112[771 + 2(113[71 + 2&2377171 s

Q = F1(wo, Yo, 20)l + F2(z0,Y0, 20)m + F3(20, Yo, 20)1 , (3.28)

R = F(x0,Y0, 20) -
Istate lygties (3.27) Saknig, t, j (3.26) gauname bendryjy ties ir antros eéds pavirSiaus taskuy
koordinates.

Bendru atveju, jeP # 0, gauname, ka#lvadratire lygtis (3.27):

e turi dvi skirtingas Saknis — tiéskerta pavirSiy dviejuose taskuose;
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e turi viena Saknj — ties kerta pavirSilkartotiniametaske;
e neturi Sakny — ties pavirSiaus nekerta.
Apibr ezimas 15 VektoriausL(l; m; n) kryptis vadinamasimptotine jei
a11l? + agam? + agsn® + 2a19lm + 2a13ln + 2agsmn =0 . (3.29)
Asimptotines krypties atveju lygtis (3.27):
o turi viena Saknj — ties kerta pavirSilvienametaske;
o neturi Sakny — ties pavirSiaus nekerta;

o turi be galo daug Sakny (virsta tapatybe- 0) — tiee priklauso pavirSiui.

8. Antros eiles pavirSiaus li€iamoji plokStuma
Si dalis analogiska jau nagBtoms antros & kreiviy liesti@ms.

Apibr ezimas 16 Neasimptotigs krypties ties vadinama antros dik pavirSiaus liestine tasSké, jei
A yra Kkartotinis tiegs ir pavirSiaus sankirtos taskas. Asimptésrkrypties ties vadinama antros
eiles pavirSiaus liestine, jei ji priklauso pavirSiui.

Teiginys 14 Tieses, lieCiantios pavirSiy taske(z; yo; zo) sudaro plokStuma, kurios lygtis yra
Fi(z0, Y0, 20)x + F2(20, Y0, 20)y + F3(20, Yo, 20)2 + Fa(wo, Yo, 20) = 0. (3.30)
IrodymasTarkime liestires krypties vektorius yré; m;n). Lygtis (3.27) igyja pavidala
Pt? +20Qt =0,

nesA priklauso pavirSiui, t.y.R = F(zo,y0,20) = 0. Si lygtis tikrai turi Saknjt = 0. Jei(l;m;n)
yra neasimptoties krypties, tai Si Saknis yra kartadinTocel @ = 0. Jei(l; m;n) yra asimptoties
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krypties, taiP = 0. Siuo atveju ties priklauso pavirSiui, jeQQ = 0. Vadinasi, bet kuriuo atveju
butina ir pakankama lietimosi salyga yra

Q = Fi(zo0,90, 20)l + Fa(z0, Y0, 20)m + F3(x0,Y0,20)n =0 .

Kadangi(l; m; n) yraliestires krypties vektorius, i$ Sios salygos gauname, kad viektaF’ (o, yo, 20); Fa(
statmenas liestinei. Tai reiskia, kad liegtinsudaro plokStuma, kurios lygtis yra

Fi(z0, 90, 20)(x — m0) + Fa(z0, Y0, 20)(y — Yo) + F3(x0, Yo, 20)(z — 20) = 0.
Sia lygtj Siek tiek pertvarkome
F1 (20, Y0, 20) + F2(%0, Yo, 20)y + F3(z0, Yo, 20)#
— (F1(%0, Yo, 20)z0 + F2(T0, Yo, 20)yo + F3(z0, Yo, 20)20) = 0.

KadangiF'(xo, yo, z0) = 0, pasinaudoje lygybe (3.2), irodyma baigiame.

9. PavirSiaus ir lieCiamosios plokStumos sankirta

Jau Zinome, kad antros ed pavirSiaus ir plokStumos sankirta yra antrossKreie. Jei plokStuma
yra lieCiamoiji, sankirtos kreigs tipas yra ne bet koks. Naggjame tik tuos antros @$ pavirsius,
kurie rera sudaryti i$ plokStumuy.

Teiginys 15 Antros eikes pavirSiaus ir lieCiamosios plokStumos sankirta galib
1) vienas taskas (iSsigimusi elg)s

2) pora susikertanciy tiesiy;

3) dviguba ties.

JrodymasKoordingiy sistema parenkame taip, kad lietimosi taskas sypkoordin&iy siste-
mos pradZia, o li@amosios plok§tumos lygtisiy > = 0. 1S (3.30) gauname, kad, = 0, azq = 0,
aqq = 0. Tockel sankirtos kreies lygtis yra

a11x2 + 2a102y + a22y2 =0.
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IS jau nagritos kreiviy teorijos seka, kad tegalimas tik kuris norsugirety atvejy.

Pirmuoju atveju lietimosi tasSkas vadinamelgsiniu, antruoju —hiperboliniy, treiuoju —para-
boliniu.

10. Charakteringy uzdaviniy sprendimas

Pateikta pavirSiy teorija turdh suZaejo ne viena studenta. Bet visgi jo poidu Sioje teorijoje yra
rimtas tukumas — be uzdavinio apie sankirtos kesivtipo radima, neaiSku ka ré&& spresti per
egzamina. UZpildome Sia spraga keliy charakteringaauiniy salygomis bei ju sprendimu.

11. Cilindro lygties radimas

SalygaRasti lygtj cilindro, kurio tiesies sudaromosios lygiagres vektoriuiL(1; 3; 1) ir kerta krei-
ve K
20 +y+z2z=0
z? + y2 +222=1
SprendimasTegul taSkas\/ (z; y; z) priklauso cilindrui. Bet kuris tiesis sudaromosios, eina-
nCios perM, taskas turi pavidalaV(z + t;y + 3t; 2z + t). Kadangi sudaromoji kerta kreivg,
egzistuoja tokid reikSme, kad taskaV koordinaés tenkina kreigs lygtis, t.y.
2@ +t)+y+3t+z+t=0
(x+ )2+ (y+3t)°+20z+1)? =1
IS pirmosios salygos seka, kad= —(2x + y + z)/6. ]state Sia iSraiSka j antraja salyga ir atlike
aritmetinius veiksmus gauname
(4o —y — 2)* + (=22 + 5y — 2)* + 2(—22 —y + 52)* = 36

Dar Siek tiek kantrybs ir paraSome atsakyma — cilindro lygti:

7?4+ Ty? + 1322 — bay — 1oz — Tyz —9=0.
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11.1. Kugio lygties radimas
SalygaRasti lygti kugio, kurio tiesires sudaromosios kerta kreiyg

20+y+z2z=0
$2+y2+2z2:1 ’

0 A(1,1,2) yra kugio vir&ure.
SprendimasTegul taSkasV/ (z; y; z) priklauso cilindrui. Tiesi@s sudaromosios, einéos per
M, krypties vektorius yradM = (x — 1;y — 1; z — 2). Todel bet kuris Sios sudaromosios taskas turi

pavidalaN (1 + (z — 1)t; 1+ (y — 1)t; 2+ (2 — 2)t). Kadangi sudaromoji kerta kreivg, egzistuoja
tokiat reikSme, kad taSkaV koordinaés tenkina kreigs lygtis, t.y.

2<1+(w—1)t)+1+(y—1)t+2+(z—2)t:0
(1+(9c—1)t)2—|—(1+(y—1)t)2+2(2—|—(z—2)t>2:1

I3 pirmosios salygos seka, kad= —m. Dar kiek panaSiai pasikuitg, kaip ir su cilindro
lygtimi, gauname atsakyma:

4122 + 24y° + 1022 + 62y — 5dxz + 32yz + 20z + 10y + 102 — 25 =0 .

11.2. Tiesiniy sudaromyjy radimas
SalygaRasti hiperbolinio paraboloidéx:? —9y? = 22 tiesines sudaromasias, eilas per pavirsiaus
taskaA(1;2; —16).

Pirmas sprendimo lidasRemdamiesi formule 3.23 viena i$ sudaromyjy ieSkomédpey

2r — 3y =
(2 +3y) =2z

Kadangi sudaromoji eina per taska jstate taSkad koordinates j pirmaja lygti gaunamg = —4.
Su antraja lygtimi galime negaisti, nes tikrai gausimedqdat;:, reikSme. Taigi, viena i§ sudaromujy
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yra
20 — 3y = —4
dor + 6y = —2 '
Remdamiesi formule 3.24 randame antra sudaromaja:

20+ 3y =8
8r+ 12y =2

Antras sprendimo tdas leSkome tiesias sudaromosios krypties vektoria(ism;n) naudo-
damiesi formuémis (3.27) ir (3.28):R = 0, nesA priklauso pavirSiui;P = 41> — 9m?; Q =
41 — 18m — n. Tiese priklauso pavirsiui, jeP = 0, @ = 0, R = 0. Spresdami sistema

412 —9m? =0
4 —18m —n =0

gaunamel(= 3m ,n = —12m) ir (I = —3m , n = —24m). Fiksavem = 2 turime du sudaromyjy
krypties vektoriug3; 2; —24) ir (—3;2; —48). Todel ieSkomuy tiesiniy sudaromuyjy kanoaslygtys
yra

3 2 —24 ' 3 2~ —48
Antrasis sprendimoumas yra universalesnis. Naudodamiesi juo iSspreskitgielaa uzdavin;.
SalygaRasti pavirdiaugz? +2y% — 22 —5xy+x2+yz—6x+y+2—3 = 0 tiesines sudaromasias,
einartias per jo taskal(1; —2;3).

r—1 y—2 2z+16 r—1 y—2 z+16

12. Pratimai bei uzdaviniai

Standartie temos nagrigjimo pabaiga — uzduotys savarankiSkam darbui.

1. Rasti pavirSiaugy? + 422 + 24x + 12y — 72z + 360 = 0 ir plokStumose —y + 2 — 1 =0
sankirtos kreies tipa.

2. Rasti pavirSiaus:? + 5y? + 22 + 22y + 6xz + 2yz — 22 + 6y + 2z = 0 ir plok§tumos
2x — y + z = 0 sankirtos kreies tipa.
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3. Rasti paviriaus? — 3y? + 22 — 6zy +2yz — 3y +2z—1 = 0 ir plok§tumo2z — 3y — 242 = 0
sankirtos kreies tipa.

4. Rasti lygti cilindro, kurio tiesias sudaromosios statmenos plokStuthai- 4z + 3 = 0 ir

kerta kreiveK
v+t —r=0
r—22=0

5. Rasti lygti cilindro, kurio tiesias sudaromosios lygiagdhies z-aSiai ir kerta kreivel’

(z—1°+(y+3)>+(2—2)>=25
T+y—2+2=0

6. Rasti lygti kugio, kurio tiesires sudaromosios kerta kreiye

(@ =1+ (y+3)*+ (2 —2)*=25
T4y—242=0 ’
0 A(1,—1,1) yra kugio viraure.
7. Rasti pavirSiaus

22 2 22

SN e |

16 * 12 * 4
ir tieses
r—4 y+2 2z+2

2 -3 =2

sankirtos tasSkus ir plokStumas,diarCias pavirSiy tuose tasSkuose.

8. Rasti pavirsiaugsz? + 16y? — 922 = 25 lieCiamasias ploktumas, iSvestas per tiese
y—1 =z-1
2 3

x
1

9. Rasti pavirSiaus? + 9y? — 422 = 4 tiesines sudaromasias, eiias per jo task&2; 2; 3).

10. Rasti pavirSiaus? +y2 +22% —xy — 6xz — 3yz — 22+ 6y — 72— 1 = 0 tiesines sudaromasias,
einartias per jo taska3; —2;0).
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